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WSTEP

Celem niniejszej pracy jest opis kilku konkretnych stanéw pola przy pomo-
cy s-sparametryzowanych rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa (QPD) oraz rozkla-
dow fazowych (s-sparametryzowanych, Pegga-Barnetta i Garrisona-Wonga). Zwrdcimy
szczegblng uwage na mozliwo$¢ zastosowania powyzszych rozktadow w analizie niekla-
sycznych pol promieniowania, np. kwantowej superpozycji makroskopowo rozréznial-
nych stanéw (tzw. kotéw i kociat schrodingerowskich), $wiatta $ciesnionego (Scisnie-
tego), lub $wiatta o subpoissonowskiej statystyce liczby fotonéw. Ponadto pragniemy
podac ogdlne zwigzki, zaznaczy¢ podobienstwa i réznice miedzy rozmaitymi rozktadami
w opisie dowolnych, jak i konkretnych pol promieniowania. Praca ta stanowi pierwszy
etap podjetych przez autora badan.

Dysertacja zostata podzielona na dwie zasadnicze czesci, w ktorych dokonaliSmy
analizy pol przy pomocy (I) rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa oraz (II) rozktadow
fazowych. Ogolne zwiazki miedzy tymi rozkladami przedstawimy w czesci II.

W' rozdziale 1 przytoczymy podstawowe definicje wielomodowych s-spara-
metryzowanych rozktadow quasi-prawdopodobienstwa, a takze z nimi zwiazanych
s-sparametryzowanych funkcji charakterystycznych. Do tych definicji bedziemy sie od-
wotywac w catej pracy.

W rozdziale 2, korzystajac z s-sparametryzowanych QPD, przedstawimy ewolucje
konkretnych jednomodowych stanéw pola: glauberowskich stanéw koherentnych, ideal-
nych stanow Scie$nionych, przesunietych stanoéw fokowskich oraz stanéw koherentnych
Titulaera-Glaubera.

W rozdziale 3 s-sparametryzowane QPD zastosujemy do opisu dwu- i tréjmodo-
wych pél w rozpraszaniu ramanowskim. W §3.1 podamy analize p6l w ujeciu cal-
kowicie kwantowym oraz w przyblizeniu parametrycznym stosujac metode réwnania
Fokkera-Plancka oraz réwnania ruchu dla s-sparametryzowanych funkcji charaktery-
stycznych. Zajmiemy sie takze zagadnieniem istnienia s-sparametryzowanych QPD. W
§3.2 przedstawimy kwantowy opis rozpraszania ramanowskiego oparty na réwnaniu

fundamentalnym dla zredukowanej macierzy gesto$ci w reprezentacji fokowskiej. Roz-



wiazanie powyzszego réwnania w prosty sposob powiazemy z s-sparametryzowanymi
QPD.

W rozdziale 4 wykorzystamy s-sparametryzowane QPD jako reprezentacje kwanto-
wych wtasnosci jedno- i dwumodowych pol optycznych. Dyskretne superpozycje ma-
kroskopowo rozréznialnych stanéw oraz zjawisko $cie$niania omoéwimy na przykladzie
oscylatora anharmonicznego. Model rozpraszania ramanowskiego postuzy nam do a-
nalizy statystyki liczby fotonéw (pola pompujacego i rozproszonych) oraz mozliwosci
Sciesnienia pol rozproszonych.

W rozdziale 5, otwierajacym czesé druga dysertacji, oméwimy rozktad fazowy w
formalizmie hermitowskiego operatora fazy Pegga-Barnetta. W §5.1 podamy podsta-
wowe definicje. W §5.2 okreslimy zwiazki miedzy rozkltadem fazowym Pegga-Barnetta
a s-sparametryzowanymi QPD. W §5.3 otrzymamy rozktad Pegga-Barnetta dla stanow
koherentnych w skonczenie-wymiarowej przestrzeni stanow.

W' rozdziale 6 przedstawimy poréwnanie formalizméw Garrisona-Wonga i
Pegga-Barnetta m. in. na przyktadzie rozktadow fazowych dla kilku konkretnych sta-
now pola.

W rozdziale 7 zbadamy s-sparametryzowane rozktady fazowe zdefiniowane jako
marginalne s-sparametryzowane QPD. Podamy ogdlne wyrazenie na te rozktady w §7.1.
Poréwnanie z rozktadem Pegga-Barnetta przedstawimy w §7.2 na przyktadach stanow
koherentnych, idealnych stanéw $ciesnionych i przesunietych stanéow fokowskich. W §7.3
powr6cimy do zagadnienia dyskretnych superpozycji stanow koherentnych, tym razem
reprezentowanych przez rozne rozktady fazowe. W §7.4 opiszemy dyfuzje fazy w thumio-
nym i wzmacnianym oscylatorze anharmonicznym metoda réwnania Fokkera-Plancka
i rownania fundamentalnego w reprezentacji fokowskie;j.

W podsumowaniu zestawimy najistotniejsze wyniki dysertacji.

W uzupeklieniach A—H podamy szczegdétowe wyprowadzenia niektorych wynikéw
pracy oraz rozwazymy szczegOlne przypadki rozwigzan. Podamy wzory niezbedne dla
matematycznej spojnosci pracy, ktoére umieszczone bezposrednio w tekscie nadalyby

rozprawie forme mniej przejrzysta. W uzupelnieniu A wyprowadzimy réwnanie funda-



mentalne dla catkowicie kwantowego modelu rozpraszania ramanowskiego. W uzupet-
nieniach B i E podamy przyblizone rozwigzanie réwnania Fokkera-Plancka dla troj- i
dwumodowego modelu rozpraszania ramanowskiego, a w dodatkach C i D znajdzie-
my Sciste rozwigzanie réwnan ruchu dla rozktadéow dwumodowych. W uzupehieniu
F podamy szereg wlasnosci wspotezynnikéw rozwiniecia (w reprezentacji fokowskiej)
skonczenie-wymiarowych stanéw koherentnych. Zamiescimy réwniez szczegdlne przy-
padki tych stanéw dla przestrzeni o kilku wymiarach. W uzupetnieniu G pokazemy, ze
nasze ogoélne wzory okreslajace s-sparametryzowane rozktady fazowe sa shuszne takze
w przypadku granicznym s +— 1. W uzupetnieniu H przedstawimy wyniki, ktérych nie
zamiedciliSmy w §7.4, a ktore sa istotne dla kompletnosci dyskusji zagadnienia dyfuzji
fazy w modelu ttumionego oscylatora anharmonicznego.

W indeksie cytowan wymienimy prace, w ktorych sa cytowane artykuty autora
niniejszej rozprawy.

Naszym zamiarem byto zamieszczenie bogatej literatury zwigzanej z zagadnieniami
poruszanymi w dysertacji. Oczywiscie zdajemy sobie sprawe, ze przedstawiona biblio-
grafia nie jest kompletna. Zacytowaliémy tylko takie prace, ktore naszym zdaniem byty

najistotniejsze dla realizacji celu rozprawy.



I. ROZKLADY
QUASI-PRAWDOPODOBIENSTWA

Zasada nieoznaczonosci w pewnym sensie podwaza sensownos¢ koncepcji przestrze-
ni fazowej w mechanice kwantowej. Czastka nie moze mie¢ réwnocze$nie dobrze o-
kreslonego potozenia i pedu, zatem nie mozna okresli¢c prawdopodobienstwa znale-
zienia czastki w potozeniu ¢ majacej ped p. Inaczej méwigce, nie da sie zdefiniowaé
sprawdziwego” rozktadu prawdopodobienstwa w przestrzeni fazowej dla czastki kwan-
towej. Niemniej, mozna wprowadzi¢ funkcje, ktore sg jego namiastky — tzw. rozkltady
quasi-prawdopodobienistwa ! (QPD — oznaczenie stosowane w literaturze anglosaskie;j).
Rozktady quasi-prawdopodobienstwa sg stosowane w wielu dziedzinach fizyki kwanto-
wej, a w szczegolnosci w optyce kwantowej. Warto podkresli¢, ze znaczenie tych funkcji
(reprezentacji) nie sprowadza sie jedynie do wygodnej metody rachunkowej, ale daje
takze wglad w zalezno$ci miedzy mechanika kwantowa i klasyczng. Pierwszym rozkta-
dem quasi-prawdopodobiefistwa byta funkcja wprowadzona przez Wignera [1]. Opis e-
wolucji optycznych pol kwantowych za pomoca rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa
zostal wprowadzony do optyki kwantowej przez Glaubera [2, 3, 4], Cahilla [5] oraz
Klaudera i in. [6]. Ogoélne twierdzenia dotyczace uporzadkowania operatoréw, bedace
podstawa definicji sparametryzowanych QPD, podali Agarwal i Wolf [7]. Jednomodowe
s-sparametryzowane rozktady quasi-prawdopodobienstwa i s-sparametryzowane funk-
cje charakterystyczne zostaly zdefiniowane przez Cahilla i Glaubera [8]. Zanalizowali
oni rézne zasady odpowiedniosci miedzy operatorami i funkcjami klasycznymi. Przeglad
rozktadow quasi-prawdopodobienstwa stosowanych w optyce kwantowej mozna znalezé¢
m. in. w artykultach: Cahilla i Glaubera [8], Drummonda i Gardinera [9], Tatarskie-
go [10], Hillery’ego i in. [11], Lu, Zhu i Agarwala [12], Milburna i Wallsa [13], Vogela i
Riskena [14], Wiinsche’go [15], Braunsteina, Cavesa i Milburna [16], Moya-Cessa’ego i
Knighta [17] oraz w podrecznikach: Klaudera i Sudarshana [18], Louisella [19], Riske-

lang. quasi-probability distribution; ros. kwaziwierojatnostnyje raspriedielenie lub raspriediele-
nie kwaziwierojatnosti, jak réwniez terminy: quasi-rozktad prawdopodobienstwa, niby-rozklad; ang.

quasi-distribution; ros. kwaziraspriedielenie
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a [20], Gardinera [21, 22], Bialtynickiego-Biruli, Cieplaka i Kaminskiego [23] i Pefiny
[24].
W pierwszej czedci niniejszej dysertacji opiszemy wybrane kwantowe pola optyczne

za pomoca sparametryzowanych rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa.

1 Wielomodowe sparametryzowane rozklady

quast-prawdopodobienstwa

W tym paragrafie przypomnimy kilka podstawowych definicji i wtasnosci wielomodo-
wych s-sparametryzowanych rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa i funkcji charakte-
rystycznych.

Podstawa naszych rozwazan w dalszych rozdziatach beda operatorowe réwnania
ruchu. W celu ich rozwigzania skorzystamy z klasycznych jedno- i wielomodowych re-
prezentacji W® ({ax}) i C9({8:}) operatora gestosci p({ax}). Funkcje wielomodowe
sa prostym uogélnieniem reprezentacji Cahilla i Glaubera dla pél jednomodowych [8].
Réwnania ruchu dla W ({a,}) i C®({3:}) sa nieoperatorowymi réwnaniami réznicz-
kowymi. Zatem, aby je rozwigza¢ mozna stosowac¢ klasyczne metody analizy matema-
tycznej.

Wielomodowe sparametryzowane funkcje charakterystyczne C®({3;}) dogodnie

jest zdefiniowaé jako wartosé¢ érednig
CO{BY) = T [pDO({5})] 1)
wielomodowego s-sparametryzowanego operatora przesuniecia
al 5
Ao ~ (s . . 2
DU = T2 = [Lew (Bt — B+ 187), (@

gdzie ciagly parametr s jest liczba rzeczywista z przedziatu (—1,1). Bozonowe ope-
ratory kreacji (anihilacji) sa oznaczone przez at (a). ZastosowaliSmy w réwnaniach

( 1) i ( 2) uproszczona notacje optycznych pél wielomodowych (powiedzmy o M
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modach), mianowicie symbol ({f;}) oznacza (51, Bs,..., 0m). Transformata Fourie-
ra funkcji charakterystycznej C®)({f}) ( 1) definiuje s-sparametryzowane rozklady
quasi-prawdopodobienstwa W) ({ay}),

WS ({ar}) = /C(S)({ﬁk})exp [Z (arBy — OéZﬁk)] d* {Be/7} . (3)

k

Dla kompletnosci rozwazan podamy transformate odwrotna do ( 3), ktéra umozliwia

wyznaczenie funkcji charakterystycznej z rozktadu W ({ay}):

CO{BY) = / W ({ar}) exp [Z(azm—am] P {ag/7}y, @)

gdzie catkowanie przebiega po
M
d*{oy/m} = Hw_ldQ(;vk = W_MHd(Reak)d(Imak). (5)
k

k=1

i podobnie po (. Nastepujace warunki normalizacji sa spelnione
[WOana au/my =) =1 )

Czasem inaczej definiuje si¢ unormowang funkcje W(s)({ak}): WE ({ag}) /7™, co pro-

wadzi do warunku

/ W ()P, = 1. (7)

Symetria transformat Fouriera ( 3) i ( 4) dla W(S)({ak}) i C({B}) zostaje jednak
ztamana. Aby uniknaé tej asymetrii bedziemy korzystaé¢ z funkcji W ({ax}). Ta-
ka definicje sparametryzowanych rozktadow quasi-prawdopodobienstwa podali w swej
fundamentalnej pracy Cahill i Glauber [8]. Oczywiscie, w $cistym sensie termin roz-
ktad quasi-prawdopodobienistwa dotyczy funkcji w ({ax}), anie W& ({ay}). Jednak
bedziemy stosowaé ten termin réwniez w odniesieniu do W ({ay.}) (3), pamietajac
o dobrze dobranej mierze catkowania ( 5). Te konwencje stosuje wielu autoréow (vide
e.g. [8, 19, 13]).

W trzech szczegblnych przypadkach, gdy s = —1,0,1 funkcja W ({ax}) redu-
kuje sie odpowiednio do trzech powszechnie stosowanych rozktadéw quasi-prawdo-

podobienstwa [8, 10, 11, 18, 24, 25]: funkcji () Husimiego [26], funkcji W Wignera [1]
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oraz funkcji P Glaubera-Sudarshana [4, 27]:
QUar}) = (au}lpl{au}) = WV ({an)), (8a)
W({ar}) = WO{aw}), (8b)

P({ar}) = 7 "W ({ar}). (8¢)

Mozna powiedzieé, ze s-sparametryzowany rozktad quasi-prawdopodobiefistwa W)
(gdzie s przebiega wartosci od -1 do 1) jest ciagla interpolacja miedzy funkcjami P i
Q. Gdy znamy ktérakolwiek z funkeji W (w szczegdlnoéci dla s = —1,0,1) to mozna
skonstruowa¢ wszystkie elementy macierzy gestosci p. Jednakze, s-sparametryzowany
rozktad W) okredla bezposrednio wartoéci érednie s-uporzadkowanych operatoréw
anihilacji i kreacji. W szczegodlnosci, funkcja ¢ moze stuzyé¢ do bezposredniego wyzna-
czenia wartosci oczekiwanych operatoréw &If w porzadku antynormalnym, funkcja P
— wartosci Srednich operatoréw w porzadku normalnym, a funkcja Wignera — opera-

torow w porzadku symetrycznym. Dla dowolnego parametru s zachodza nastepujace

zaleznosci:

<H(d;:)mk <ak>"k> = Tr f){H(d:)’”k <ak>"k}
k (s) k (s)

- /W(s)qak})n(a}i)mk (i)™ d* {ay/m} (9)

Y

B 8mk nk (S)

{Br}=0

gdzie {f} = 0 oznacza, ze dla dowolnego modu k zachodzi B = 0. Ogdlnie przyjetym
kryterium, ktére moze stuzy¢ jako definicja pol nieklasycznych, jest istnienie dodatnio
okreslonego rozktadu P. Mowigc doktadniej, stanem klasycznym nazywamy taki stan,
dla ktorego funkcja P nie jest bardziej osobliwa niz funkcja 6 Diraca i jest nieujemna
(np. [28]- [30], [24]). Zwrbéémy uwage, ze termin ,jistnienie” funkcji zostal uzyty w wa-
skim sensie. Jak pokazali Klauder i Sudarshan [18], funkcja P zawsze istnieje, ale czesto

w formie bardzo osobliwych dystrybucji (funkcji uogélnionych). Z powyzszej definicji
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wynika, ze kwantowo-statystyczne wtasnosci pél nieklasycznych nie moga by¢ w pelni
opisane w ramach klasycznej teorii prawdopodobienstwa. Doktadng dyskusje zagadnie-
nia istnienia rozktadéw quasi-prawdopodobiefistwa W) ({ay}) przedstawimy w §4.2.2
na przyktadzie modelu rozpraszania ramanowskiego. Funkcja Wignera nie ma punktéw
osobliwych, ale moze przyjmowaé¢ wartosci ujemne i w tym sensie nie jest ,prawdziwa’
(tj. klasyczna) funkcjg rozkladu prawdopodobienistwa. ? Funkcja @ posiada wlasnosci
dobrze okreslonej klasycznej funkcji rozktadu prawdopodobienstwa, tzn. jest nieujem-
na, ograniczona i nieskonczenie wiele razy rézniczkowalna. Jednak tradycyjnie (choé
nieprecyzyjnie) funkcje @ zalicza sie do rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa [13]. W
rozprawie przyjmiemy te umowe. Funkcja ) odpowiada pewnej klasie rownoczesnych
pomiaréw dwéch kanonicznie sprzezonych wielkosci, takich jak operatory kwadraturo-
we pola.

Zapiszmy zwiazek miedzy si- i so-parametryzowanymi rozktadami, przy zatozeniu,

7€ So < S1:

WED ({a ), 1) = <S1 E SQ)M/eXp <_51 3 ” ; o, — ﬁkﬁ)

xWED ({8}, 6)d* { B/} (10)

Jak widaé¢ rozktad W2 jest okreslony przez splot rozktadu WV z wielowymiarowa
funkcja gaussowska. Analogiczny zwiazek dla funkcji charakterystycznych (1) przyj-

muje prostsza postac:

CON{B)1) = CO (B, 1) exp ( CpD W) (11)

i jest stuszny dla dowolnych parametréow s; i so. W przypadku, gdy s;-parametryzowana
QPD nie istnieje, wyznaczenie wartosci éredniej (a*™a") s,y w porzadku s; nie jest pro-
blemem. Te wartosci moga by¢ wyznaczone z odpowiednich si-sparametryzowanych

funkcji charakterystycznych C®*) na mocy relacji ( 9), lub réwnie dobrze z

2na marginesie, chcieliby$my przytoczy¢ opinie niektérych fizykéw (m.in. Stenholma [31]), ze w po-

miarach mierzymy jedynie dodatnio okreslone funkcje Wignera
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so-parametryzowanego rozktadu W®2) na podstawie zaleznodci:

freer) - J ()

k

e L (M) WO ({0 ) {ae /) (12)

e $1— S2
gdzie L7 (x) sa uogdlnionymi wielomianami Laguerre’a. Wreszcie, aby otrzymaé mo-

AT

menty statystyczne (a™™a")(s,) w porzadku s; mozna skorzystaé¢ z uogélnionej repre-
zentacji P (dodatniej reprezentacji P) 3 [9, 16, 32, 33, 34]. Do oméwienia tej funkcji
powrdcimy w paragrafie 5.2.

W dysertacji bedziemy wielokrotnie analizowaé elementy macierzowe w reprezen-
tacji fokowskiej ({nx}|p|{mx}). Dla kompletnosci dyskusji przedstawimy kilka relacji
miedzy funkcjami W® ({ax}) i C®({B}) a macierza gestosci p({ax}). Te relacje wy-

nikaja bezposrednio ze wzoréw Cabhilla i Glaubera [8] dla pdl jednomodowych. Niech

operator T({ak}) bedzie transformatg Fouriera s-sparametryzowanego operatora prze-

suniecia D@ ({B}) ( 2):

T9{a}) = /b(s)({ﬂk}) exp (Z ag —C'C-) d*{Bu/m}. (13)

Wowczas macierz gestosci p({ax}) moze byé¢ wyliczona z s-sparametryzowanego roz-

ktadu quasi-prawdopodobienstwa W) ({a,}) ( 3) dzieki relacji

b)) = / W ({ag}) T ({ag}) d2{o /). (14)

Relacja odwrotna,

WO{ar)) = T [p({ah) 79 ()] (15)

przypomina wyrazenie ( 1) dla funkcji charakterystycznej C®) ({5}), ktéra jest war-
toscig oczekiwang operatora przesuniecia ﬁ(s)({ak}). Interesuja nas relacje miedzy
W ({ax}) a elementami macierzy p({a}) w reprezentacji fokowskiej. Poszukiwane

relacje wynikaja z réwnan ( 14) i ( 15):

{nlplimd) = /W(S’({Oék}H{nk}IT(s)({&k})!{mk}>d2{0¢k/ﬂ}’ (16)

3ang. generalized P-representation, positive P-representation
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WO{ad) = > > dlal{mud) (i TO () {nid). (A7)

{nk}=0 {my}=0
Elementy macierzowe w reprezentacji fokowskiej dla pél o M modach sg prostymi

iloczynami:

T ) {me}) = [l T (o) lma), (18)

M jednomodowych elementéw macierzowych okreslonych przez Cahilla i Glaubera [8]:

A ! 2\ s 1\™
Tls) _ Mk
([T (o) I + 1) (ng +v)! \1—s s—1

2 4] o] o
<o (<) 2 (12 ) @ a9

gdzie my = ng + vg.

2 Rozklady quasi-prawdopodobienstwa w opisie

pol jednomodowych

W tym rozdziale wyznaczymy s-sparametryzowane rozktady quasi-prawdopo-
dobienstwa opisujace ewolucje konkretnych jednomodowych stanéw pola: glauberow-
skich stanéw koherentnych, idealnych stanéw Sciesnionych, przesunietych stanéw fo-
kowskich oraz stanéw koherentnych Titulaera-Glaubera.

Zanim wyprowadzimy sparametryzowany rozklad quasi-prawdopodobienstwa
W) (a) dla stanu koherentnego, kilka stéw poswiecimy definicjom tego stanu. Jest
to kwestia tym bardziej istotna, ze bedziemy rozwaza¢ uogdlnienia stanéw koherent-
nych: (i) dwufotonowe stany koherentne (w §2.1, jak réwniez w §7.2.2); (ii) przesuniete
stany fokowskie (w §2.1 oraz w §7.2.3); (iii) stany koherentne Titulaera-Glaubera, ktére
oméwimy w §§2.2, 4.1, 4.2.1, 7.2.1 1 7.3; (iv) stan koherentny Yurke’go-Stolera (§4.1),
a takze (v) stany koherentne w skonczenie-wymiarowej przestrzeni stanéw, ktore zde-

finiujemy w paragrafie 5.3.
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Analitycznie zwarte wyrazenia na s-sparametryzowane rozklady quasi-prawdo-
podobienstwa W) (a) przedstawilismy w §2.1 i opublikowaliémy w [49]. Wzory przy-
blizone na funkcje (), opisujace ewolucje pola w modelu oscylatora anharmonicznego,

wyprowadziliémy metoda punktu siodtowego w §2.2 i opublikowali$my w artykule [25].

2.1 Stany koherentne, idealne stany ScieSnione

oraz przesuniete stany fokowskie

Stany koherentne w nieskonczenie-wymiarowej przestrzeni Hilberta H, zwane glaube-
rowskimi stanami koherentnymi * definiuje sie na kilka sposobéw. Wedtug Glaubera [2]
mozna skorzysta¢ z jednej z trzech definicji:

Definicja 1: Stan koherentny |«v) jest stanem wtasnym operatora anihilacji oscylatora

harmonicznego a z wartoscia wtasna «,

ila) = ala), )
(aat = (a]a*.
Definicja 2: Stan koherentny moze by¢ wytworzony ze stanu prézni |0):
) = D(a,a)0) (21)
w wyniku dzialania operatora przesuniecia
D(a) = explaat — a*a), (22)

ktory jest szczegdlnym przypadkiem operatora (2).

Definicja 3: Stany koherentne sa to stany minimalizujace zasade nieoznaczonosci He-

isenberga
(al(AX1)*|a)(al(AX2)’ja) = 1 (23)
dla uogélnionych operatoréw potozenia X; i pedu X (vide (203) i (208)),

X, =at+a, X, =i(at —a). (24)

4Schrodinger [35] wprowadzil pojecie stanéw koherentnych do mechaniki kwantowej, natomiast

Glauber zastosowal stany koherentne w optyce kwantowe;j
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Obecnie wiadomo, ze def. 3 jest niejednoznaczna, gdyz obejmuje rowniez stany Scie-
$nione (vide §4.2) ®. W nieskoriczenie-wymiarowej przestrzeni Hilberta, definicje 11 2 sa
rownowazne. Jednak, w skonczenie-wymiarowych przestrzeniach Hilberta nie mozna ko-
rzystac z definicji 1 w celu skonstruowania uogélnionych stanéw koherentnych [37]— [40].
Definicje 2 wykorzystamy w §5.3 i uzupetnieniu F w celu znalezienia reprezentacji fo-
kowskiej stanow koherentnych w skonczenie-wymiarowej przestrzeni stanow.
Sparametryzowany rozktad quasi-prawdopodobienstwa dla stanu koherentnego |ag)

mozna wyznaczyé ze wzoréw (2), (13) i (15), prowadzacych do:
W (a) = 1/$mmw-—a§+ﬂawmmuﬁmm0@ﬂmemd%
+ [ explla = a0l = (" = ag)e + sl /2 01DO10) ¢

= [ewlia—ag - (@~ apie+ sl — ol AP (29)
2

_ 2 | |2
= 11— eXp 1_ o Qp

Podobne obliczenia mozna zastosowa¢ w przypadku idealnych stanow Scie$nionych

(idealnych stanéw Scignigtych) ¢ zdefiniowanych przez Caves’a [41] (vide [29, 42, 43])
jako:

a0, ¢) = D(0)5(¢)[0), (26)

gdzie S(C) jest unitarnym operatorem $cie$niania [44, 45, 41, 46],

1
50) = e (5070 - 360, (27)
i ¢ jest zespolonym parametrem Sciesniania
— e2in,
I<| = .

Definicja idealnych stanéw Scie$nionych (26) jest réwnowazna definicji Yuena [45]

tzw. dwufotonowych stanéw koherentnych 7. Bezposrednie catkowanie prowadzi nas

Sdef. 3 okredla tzw. stany o minimalnej nieoznaczonosci (ang. minimum uncertainty states), jako
szczegllny przypadek tzw. stanéw inteligentnych” (ang. intelligent states) [36]
Sang. ideal squeezed states

Tang. two-photon coherent states
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do nastepujacego s-sparametryzowanego rozktadu quasi-prawdopodobienstwa WS) ()

dla idealnego stanu Sciesnionego (przy n = 0):

2
Vi —=s)(p " —s)

« exp{_u:um(a— ao)]2 —

W (a) =

59

gdzie wprowadziliémy oznaczenie
p o= e*. (30)

Innymi stanami, interesujacymi chociazby z punktu widzenia wtasnosci fazo-
wych [47, 48, 49], sa tzw. przesuniete stany fokowskie ® |ag,ng). W myél definicji
de Oliveiry i in. [50], mozna je otrzyma¢ w wyniku dziatania operatora przesuniecia

~

D(ayp) na stan fokowski |ng) [50]:
|a0,n0> = ﬁ(a0)|n0). (31)

Oczywiscie, w szczegdlnym przypadku (gdy no = 0) stany (31) redukuja sie do zwy-
ktych glauberowskich stanéw koherentnych |ag) = |, 0). W podobny sposob jak wzo-
ry (25) i (29), otrzymaliSmy nastepujacy rozktad quasi-prawdopodobiefistwa thfl) (o)
dla przesunietych stanéw fokowskich (31):

Wil = e (1)

1—s 1—s
2 ) 4o — ap?
X exp {—:|Oé — O[0| } Lno (W . (32)

Powyzsze wyniki wykorzystamy w paragrafach 7.2.1-7.2.3 w celu wyznaczenia

s-sparametryzowanych rozktadéw fazowych.

8ang. displaced number states, ros. smieszczijonnyje fokowskije sostojanija; termin uogélnione stany
fokowskie jest naszym zdaniem mylacy, a okreslenie uogélnione stany koherentne jest pojeciem zbyt

szerokim
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2.2 Stany koherentne Titulaera-Glaubera:

ewolucja oscylatora anharmonicznego

Rozwazmy model oscylatora anharmonicznego opisany hamiltonianami

]f[ = I:[()—i—[:I[ (33&)
Hy = hwata = hwh (33b)

2 L 400 Lo
H; = 571/{@ ac = §hlin(n—1), (33c¢)

gdzie k jest stalag anharmoniczno$ci. Stata k jest liczbg rzeczywista i mozna ja powia-
zaé z nieliniowa podatnodcia x® oérodka [51, 52] wtedy, gdy model oscylatora an-
harmonicznego postuzy do opisu propagacji Swiatta laserowego w nieliniowym osrodku
kerrowskim.

Rozwazamy model opisany hamiltonianem H; (33c) w porzadku normalnym. Cze-
sto wykorzystuje si¢ inng posta¢ hamiltonianu H; — proporcjonalng do kwadratu hamil-
tonianu swobodnego Hy (33c) (kwadratu operatora liczby czastek n). Roznica miedzy
tymi modelami oscylatora anharmonicznego wydaje sie trywialna, gdyz poprzez zmia-
ne czestotliwo$éi w oscylatora swobodnego mozna pokazac¢ ich réwnowaznosé. Jednak
stosujac homodynowa detekcje Sciesniania, to dodatkowe przesuniecie fazy moze by¢
znaczace dla dlugich czaséw ewolucji [53]. Pewne konsekwencje tej réznicy sa tak-
ze widoczne w generacji dyskretnej superpozycji stanéw koherentnych. Analize tego
zagadnienia przedstawiliSmy w artykule [54].

Roéwnanie ruchu dla operatora anihilacji a w obrazie Heisenberga przyjmuje naste-

pujaca postac:

s)
=
I

—i(w + Kata)a. (34)

Liczba fotonéw n = a*a jest stata ruchu [komutuje z hamiltonianem (33c)], zatem

(34) ma proste rozwiazanie w postaci funkcji wyktadnicze;j

a(t) = exp{—itlw + xa"(0)a(0)]}a(0). (35)
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Relacja (35) jest doktadnym rozwiazaniem operatorowym opisujacym czasowa ewolucje
uktadu. To rozwigzanie mozna bezposrednio wykorzysta¢ w obliczeniach r6znych cha-
rakterystyk pola, np. wariancji, funkcji korelacji, lub momentow statystycznych wyz-
szego rzedu. Rozwiazanie (35) mozna roztozy¢ na dwa czynniki. Jeden z nich, czynnik
exp(—iwt) opisujacy ewolucje swobodna uktadu, pominiemy w dalszych rozwazaniach.
Oznacza to, ze operator a(t) bedzie opisywaé jedynie wolnozmienna ewolucje wywotana
nieliniowa czedcia hamiltonianu (33a).

Rozwazmy $wiatto rozchodzace sie w nieliniowym osrodku (zamiast pola we wne-
ce) o wspélezynniku zatamania 7 i zaniedbywalnie malej dyspersji. Wowczas czasowa
ewolucje t mozna zastapi¢ przez (—nz/c), gdzie z jest droga przebyta przez fotony w

osrodku. Rozwiazanie (35) przyjmie wéwczas postacé

a(t) = exp{irat(0)a(0)}a(0), (36)
gdzie
T = —gmz. (37)

W obrazie Schrodingera nalezy okresli¢ ewolucje wektora stanu pola w osrodku ker-

rowskim. Korzystajac z operatora ewolucji [55]
U(t) = exp (%T&+2d2) = exp (%Tﬁ(ﬁ - 1)) : (38)
stan pola opuszczajacego osrodek jest dany przez
(7)) = UT)lo). (39)

Jesli wigzka padajaca na osrodek kerrowski jest w stanie koherentnym, to stan pola na

wyjsciu, zgodnie z (39), jest réwny

W) = o) = exp (——W)Z

Z uwagi na wystepowanie dodatkowego cztonu fazowego Fn(n — 1), stan (40) jest

(n =) (40)

uogo6lnionym stanem koherentnym, ktory formalnie jest zdefiniowany nastepujaco:
_ Lo
o) = e (=l ) >
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gdzie 0, jest dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych. Stan (41) zostal wprowadzony
przez Titulaera i Glaubera [28], a nastepnie analizowany przez Bialtynicka-Birule [56] i
Stolera [57]. W niniejszej dysertacji stan (41) bedziemy nazywaé stanem koherentnym
Titulaera-Glaubera.

Jesli sa spelione warunki okreslone przez Bialynicka-Birule [56], to stany kohe-
rentne Titulaera-Glaubera staja sie superpozycja glauberowskich stanéow koherentnych
[58, 59]. To niezwykle interesujace zjawisko oméwimy w paragrafach 4.1 i 7.3 (zob.
takze nasze artykutly [54, 60]).

Sparametryzowane rozklady quasi-prawdopodobienstwa sa dogodnymi reprezenta-
cjami stanu pola (39). Korzystajac z definicji (17), otrzymujemy

|m—n|a0|n+m

S 2 o
W) = o (ool - 2ol ) 301K

m—n+1 n 2
1 4
" 2 5+ e o (42)
1—35 s—1 1—52

X exp { i [(m—n)(0y — 0) + %(m(m —1) —n(n— 1))]} .

Rozktad W (a, 1) (funkcje Q) mozna zapisa¢ w prostszej postaci

o0 * n 2
oo T
Qa,7) = exp(—|a* — |aol?) HZ:O( n!O) exp <1§n(n— 1)) , (43)
ktora bezposrednio wynika z definicji funkcji (8a).
Korzystajac z wlasnosci symetrii wielomianow Laguerre’a,
1™ —-1)"
C @y = E ey, (a1)

nlgm ™

znajdujemy rozktad quasi-prawdopodobiefistwa (42) w postaci symetrycznej
2 2 1
Wola.r) = o { -2 tlaal + fo?) } {2ewp (1 5la?)
o™ a7 (2 N (51N (Al
X - Lm n
Z m)! 1—s s—1 " 1—s2

m>n

x Cos{(m—n)(90—9)+§[m(m—1)—n(n—l)]} (45)

4
+Joli=—lol Jao|) },
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gdzie Jo(x) jest zwyczajna funkcja Bessela pierwszego rodzaju i zerowego rzedu. W

szczegdlnym wypadku, gdy s = —1, wzdr (45) upraszcza sie do postaci

Qla,7) = exp(—|af® = |ao|?) { s UoollaD™™ (lawolJa) ™ cos { (m —n)(6 — 6)

n>m

+ g[ m(m —1) —n(n—1) ]} + Jo(2i] ] |040|)} . (46)

W chwili 7 = 0 otrzymujemy, w mysl naszego zatozenia, s-sparametryzowany rozktad

gaussowski:

2 2
WO (a,7) = 1_Sexp{—1—_s\a—ao|2}. (47)

opisujacy stan koherentny |ayg).

W miare ewolucji oscylatora stan pola staje sie Sciesniony i gaussowski ksztatt roz-
ktadéw (47) ulega deformacji. Przekroje rozktadéw W) (a, 1) sa czesto dogodnymi
reprezentacjami $ciesniania. W szczegélnosci przekroje funkeji @@ w modelu oscylato-
ra anharmonicznego (33c) byly analizowane w kontekscie zjawiska $cie$niania m.in.
przez Milburna [61], Kitagawe i Yamamoto [55] oraz Tanasia, Miranowicza i Kie-
licha [25]. To zagadnienie oméwimy w §4.2.1. Z drugiej strony, s-sparametryzowane
rozktady quasi-prawdopodobienista W) (a, 7) (s # 1), a takze ich funkcje marginalne
(s-sparametryzowane rozklady fazowe) P(*)(f, 1), sa dobrymi reprezentacjami graficz-
nymi dyskretnych superpozycji stanéw koherentnych. Analize tego zjawiska, popar-
ta licznymi przykladami, przedstawimy w paragrafach 4.1 [dla W) (a,7)] i 7.3 [dla
PE)(6,7)].

Wzory (42) lub (45) umozliwiaja bezposrednia analize numeryczng s-sparametry-
zowanych (s # 1) rozkladéw quasi-prawdopodobienstwa jedynie dla matych wartosci
|ap|?. Jednak w przypadku, gdy |ap|? > 1 mozna zastosowaé metode punktu siodtowego
(metode najwiekszego spadku [62]) w celu wysumowania wyrazen (42), (43), (45) i (46).
Ograniczymy nasza uwage do funkcji ) (s = —1). Problem sprowadza sie wéwczas do
wyznaczenia sumy

n

Zexp[ (a2 + |ao] )] (“*730) exp Bimm_n]
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(laf fel)"

= exp 50107 = o] S exot—lo oo (2L (49
- {m(@o _0)+ %iTn(n - 1)] |

gdzie oznaczyliSmy ap = |ag|exp(ify) i o = |a|exp(if). Ze wzoru (48) wynika, ze

musimy zsumowaé¢ wyrazenie:

S = an explin(6y — 0) + %iTn(n —1)] (49)

n=0

z poissonowskim czynnikiem wagowym
pn = e VN"/n!, (50)

gdzie N = |a||agl|. Przy zaltozeniu, ze N > 1, mozna stosowaé metode punktu siodto-
wego. Te metode wykorzystano w obliczeniach zanikéw i odrodzen ® oscylacji w modelu
Jaynesa-Cummingsa [63]. Podobnie postapimy w celu zsumowania (49). Oczywiscie,
nasze zatozenie (|af|ag| > 1) oznacza, ze wynik otrzymany w ten sposdb moze by¢
niewtasciwy dla matych wartosci |a|. Jednak wystepowanie funkeji wyktadniczych w
(48) sprawia, ze QPD jest istotnie rézna od zera jedynie dla || niewiele rézniacego sie
od |ap|. Zatem warunek |ag| > 1 oznacza, ze |a| > 1. Twierdzimy, ze nasze wyniki
sg stuszne przy zatozeniu, ze jedynie liczba fotonéw wigzki padajacej na osrodek jest

duza (Jag| > 1). Sume (49) mozemy zapisaé jako caltke
ON\ /2 it
S~ (7) [ etV s (51)
0

gdzie wprowadziliémy oznaczenie y?> = n/N, a funkcje f(y) okredliliémy wzorem
1
fly) = y(1=2lny) —1+iy* (0 — 0) + Siry*(y*N — 1), (52)

Punkty siodtowe funkeji f(y) okreslone sa warunkiem

oifly)
B = 0, (53)

Yang. collapses and revivals, ros. zatuchanija i wozobnowlenija
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dzieki ktéremu otrzymujemy nastepujace réwnanie:
—4ylny + 2iy(fy — 0) + 2irNy* —iry = 0. (54)
Jesli wprowadzi¢ oznaczenie

y = pexpliv)2), (53)
to (54) mozna rozdzieli¢ na réwnania

1
Inp+ iTNp2Sin19 =0 (56a)

1
Y — (90—9)+§T—7Np2cosﬁ = 0. (56b)
Stad mozemy wyznaczy¢ nastepujaca doktadng relacje
1 1
p = exp{—§ {19— (90—0)—#57} tanﬂ}. (57)
Jesli (57) ponownie podstawimy do relacji (56a), to otrzymamy réwnanie na v:
¥ tandexp(¥ tand) = 7l|al|ag|sinT, (58)

gdzie

9 = 9 (Bo—0)+ %T. (59)
Réwnanie (58) moze by¢ rozwiazane numerycznie dla konkretnych wartosci parame-
trow. Po podstawieniu 9 (wyznaczonego z (58)) do (57) otrzymujemy punkty siodto-
we (b5). Interesuja nas jedynie rozwigzania dla matych wartosci 7, zatem pominiemy
wszystkie te punkty siodtowe, ktére mogg sie pojawic¢ dla duzych wartoéci 7. Jesli 7 jest
bardzo mate oraz || i || duze, to aby rozwiaza¢ (58) wymagana jest duza precyzja
obliczen numerycznych. Na marginesie podkreslamy, ze potozenie punktéw siodtowych
zalezy od konkretnych wartosci || i 6, dla ktérych chcemy wyznaczy¢ funkcje Q.

Gdy wyznaczymy punkt siodtowy, to funkcje () mozemy woéwcezas obliczy¢ z relacji

Qa,7) = dexp[—(la] - |ao)® +2lallao|Ref (y)] | FZ (y)] ", (60)
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gdzie funkcja f(y) i jej druga pochodna f®)(y) sa okreglane w punkcie siodtowym. Na
mocy (60) i przy zatozeniu duzej liczby fotonéw otrzymujemy stosunkowo prosty wzor

na funkcje @ :

Qla,7) = D lexp{ — |af = |ao|?

+2|a| || cos ¥(1 + ' tan ) exp(—1' tan 19)}, (61)
gdzie

D = [(149tand)? + (¢)4Y2 (62)
Gdy 7 =0, to z (58) otrzymujemy v = 6y — 6 i wzér (61) upraszcza sie do postaci

Q(a,0) = exp[—|al* — |ag|* + 2|a| |ag| cos(8y — )]

= exp(—|a — apl?). (63)

Oczywiscie jest to poczatkowy rozklad gaussowski okreslony wzorem (47), gdy s = —1.

Nasz wzér (61) umozliwia numeryczne wyznaczenie funkcji Q w przypadku 7 < 1
i |ag| > 1. Bezposrednie wysumowanie wzoru (46) (lub jemu réwnowaznych) nie jest
wowcezas mozliwe. Na rys. 10 przedstawiliémy przekroje funkcji () wyznaczone z wzoru
(61), korzystajac z (58) i (59). Parametry 7 i |ag| dobraliSmy w ten sposob, aby
x = |ag|*7 ~ 1. Interpretacje przekrojéw funkcji @ na rys. 10 przedstawimy w §4.2.1
w kontekscie zjawiska Sciesniania $wiatta. Tamze uzasadnimy wybdr wartosci x = 0.59

1x=3.29.
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3 Rozklady quasi-prawdopodobienstwa
w opisie p6l dwu- i tr6jmodowych:
rozpraszanie ramanowskie

Podamy analize dwu- i trojmodowych sparametryzowanych rozktadow quasi-prawdo-
podobienstwa i sparametryzowanych funkcji charakterystycznych na przyktadzie roz-
praszania ramanowskiego (kombinacyjnego rozpraszania swiatta). Wyniki badan nad
zjawiskiem ramanowskim przedstawiliSmy w [64]. Rozpraszanie §wiatla analizowali$my
takze w pracach [65, 66, 67].

Stworzono wiele teorii rozpraszania ramanowskiego zaréwno w modelach pot-
klasycznych i kwantowych dla fal stojacych i biegnacych. W rozprawie oméwimy
kwantowo-statystyczng teori¢ rozpraszania ramanowskiego na krysztale z uwzglednie-
niem jedynie trzech modéw promieniowania: laserowego, antystokesowskiego i stoke-
sowskiego. Taki formalizm najlepiej nadaje sie do opisu rozpraszania we wnece rezo-
nansowej. Niemniej pewne wyniki otrzymane w ramach takiego modelu dla fal stojacych
moga by¢ stuszne w modelach przestrzennej propagacji pél ramanowskich. W ostatnich
latach stosowano rézne metody w kazdej z powyzszych teorii. Podstawa klasyfikacji
tych metod moga by¢ rownania ruchu opisujace ewolucje pél ramanowskich. Stosowano
metody oparte na réwnaniu Schodingera, r. Heisenberga (r. Heisenberga-Langevina),
réwnaniu fundamentalnym (uogélnionym r. Fokkera-Plancka), r. Maxwella-Heisenberga
(r. Maxwella-Blocha), réwnaniu kinetycznym i innych. Oczywiscie przedstawiona kla-
syfikacja jest uproszczona i niejednoznaczna [64].

Podstawy teoretyczne rozpraszania ramanowskiego oraz znaczace eksperymenty zo-
stalty omoéwione w licznych monografiach i artykutach przegladowych. Wymienimy tylko
niektére z nich: Bloembergena [68], Kielicha [69, 70, 71|, Shena [72], Raymera i Walm-
sleya [73], Mostowskiego i Raymera [74], Pefiny [24] i innych ( [64], [75]- [85]).

Ograniczamy nasza uwage do formalizméw réwnania fundamentalnego i pochod-
nych klasycznych rownan ruchu. Takie ujecie rozpraszania ramanowskiego zostato za-

proponowane przez Shena [86], Wallsa [87] oraz McNeila i Wallsa [88], a nastepnie ana-

27



lizowane przez r6znych autoréw m. in. przez: Simaana [89], Schenzlego i Branda [90],
Pefine [91, 92, 24], Germeya i in. [93], Gupte i Dasha [94], Bogolubova i in. [95],
Grygiela [96], Kérska i Pefine [97] oraz Miranowicza i Kielicha [64]. W tym rozdzia-
le przedstawimy kwantowo-statystyczna teorie rozpraszania ramanowskiego w modelu
stojacej fali wykorzystujac formalizm dwu- i trojmodowych s-sparametryzowanych roz-
ktadéw quasi-prawdopodobienistwa (w paragrafie 3.1) oraz formalizm macierzy gestosci
w reprezentacji fokowskiej (w paragrafie 3.2).

Rozwazmy rozpraszanie ramanowskie wychodzac z catkowicie kwantowego hamilto-
nianu opisujacego zjawisko fenomenologicznie (tj. z pominieciem szczegdtéw mechani-
zmu rozpraszania). Opiszemy trzy jednomodowe pola promieniowania: padajaca wiazke
laserowg o czestosci wy,, pole stokesowskie o czestosci wg i pole antystokesowskie o cze-
stosci wya. Pola te oddziatuja ze soba poprzez uktad nieskonczonej liczby optycznych
mod6w wibracyjnych (fononéw optycznych) o czestosciach wy ;. Hamiltonian efektywny

zaproponowany przez Wallsa [87] (vide [91, 92, 98]) ma postac:

[A{T = [A{O—Fﬁs—{—f{A, (64)
f{o = thdZdL + hwgdgf&g + th(Alsz + h Z wvjd‘tjdvj, (65)
J
Hy = hY Asjapagay; + he., (66a)
J
Hy = hY Xyapajay; + he, (66b)

j
gdzie Hg (ﬁ 4) jest tréjliniowym hamiltonianem oddzialywania dla pola stokesowskiego
(antystokesowskiego), tj. okre§lajacym rozpraszanie ramanowskie typu stokesowskiego
(antystokesowskiego). Operatory anihilacji dla pél: laserowego, stokesowskiego, anty-
stokesowskiego i fononowych sg oznaczone odpowiednio przez ar, ags, aa, ay;. Wspot-
czynnik sprzezenia Ag; (Aa;) opisuje site sprzezenia miedzy modem stokesowskim (an-
tystokesowskim), a modem fononowym o czestosci wy ;. Z uwagi na skoiiczone rozmiary
o$rodka zasada zachowania pedu nie jest Scisle spetniona dla pojedynczych aktow roz-

praszania, jesli pomina¢ ruch osrodka jako catosci [99, 100, 101]. Stale sprzezenia sa
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proporcjonalne do tego niedopasowania wektoréw falowych [87, 102]:

Agj ~ /exp [—z’ <EL — kg — EV]) F} d3r, (67a)
Aaj ~ V/exp [—i <lgL - EA + Evj) F} d3r. (67Db)
%

Pola promieniowania sg sprzezone z fononami optycznymi o wektorach falowych Evj
nie spetniajacych zasady zachowania pedu (Evj #+ kr — Eg lub lgvj + ki — EL), o rzad
wielkosci odwrotnie proporcjonalny do wymiaréw o$rodka. Stad tez w hamiltonianach
oddzialywania ( 66a—b) wystepuja sumy po wszystkich optycznych modach wibracyj-
nych, ktére mogg bra¢ udzial w rozpraszaniu. Oznacza to, ze sprzezenie miedzy polami
promieniowania (a w szczegdlnoséci miedzy stokesowskim i antystokesowskim) poprzez
duza liczbe fononéw bedzie potraktowane w sposéb stochastyczny [87]. Wydaje sie,
ze to ujecie daje petniejszy obraz rozpraszania, niz zatozenie sprzezenia poprzez jeden
mod fononowy — taki model analizowano w pracach [103]- [106] i innych. W modelu
zastosowano przyblizenie wirujacej fali . Przyjeto réwniez przyblizenie dtugofalowe
co oznacza, ze pominieto dyspersje osrodka oraz zalozono jego ciagtos¢. W modelu
ograniczono sie takze do dipolowych przejs¢ elektronowych. Ponadto zatozono linio-
wa polaryzacje (w tym samym kierunku) pél promieniowania i fononéw. Kilka innych
zatozen przedstawiliSmy w uzupelnieniu A. Pelniejszg analize zalet i ograniczen mo-
delu rozpraszania ramanowskiego opisywanego hamiltonianem ( 64) przedstawiliSmy
w artykule [64] (zob. takze [87, 99, 101]).

Zbadamy jedynie statystyczne wlasnosci pél promieniowania (tj. pompujacego i roz-
proszonych), ktore potraktujemy jako uktad. Pominiemy nieistotny dla nas opis nie-
skoriczonego zbioru fononéw — termostatu 2. Procedura prowadzaca do réwnania fun-
13 (

damentalnego réwnanie master) jest czesto stosowana w optyce kwantowej. Do-

Oang. rotating wave approximation

Hang. long wavelength approximation

12tlumaczenie ad sensum ang. reservoir, heat bath; te pojecia s ogdlniejsze od terminu termo-
stat (ang. thermostat), jednak w omawianym modelu dodatkowo zakladamy, ze zbiér fononéw jest
w rownowadze termodynamicznej

Bang. master equation, stad tez oznaczenie ME stosowane w literaturze anglosaskiej
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skonate oméwienie metod wyprowadzania i rozwigzywania réwnania fundamentalnego
mozna znalezé w pracach [19, 21, 22, 24, 104].

Zmienne opisujace uktad i termostat sa wzajemnie niezalezne, co oznacza, ze
[di,Aj} = (51'3‘ for Z,] :L, S,A,‘/l,‘/g,"'. (68)

Zatem mozemy w tradycyjny sposéb wyliczy¢ slad pelnej macierzy gestosci po zmien-
nych termostatu, co prowadzi do zredukowanej macierzy gestosci p(t). Oczywiscie tra-
cimy opis moddéw fononowych. Zaproponowano inne modele rozpraszania ramanow-
skiego (np. [99, 93, 24]), w ktorych fonony optyczne (oprécz p6l promieniowania) sa
uwzglednione w uktadzie. Natomiast inne wzbudzenia krysztatu, takie jak np. fonony
akustyczne, tworzg termostat.

Pola promieniowania sg stabo sprzezone z termostatem. Czes¢ energii pol przecho-
dzi do termostatu. Ale i fluktuacje w termostacie wstecznie sprzegaja sie z uktadem,
wprowadzajac szum do pél promieniowania. Zastosujemy przyblizenie Markova, jako
warunek zapewniajacy, ze energia przechodzaca z uktadu do termostatu nie powrdci
do niego [19, 21].

W pracy [64] (vide uzupekienie A) wyprowadzili$my rownanie fundamentalne dla
modelu rozpraszania ramanowskiego w opisie catkowicie kwantowym, tj. m.in. bez za-
stosowania przyblizenia parametrycznego. Ré6wnanie to ma nastepujaca postaé dla zre-
dukowanej macierzy gestosci p = p(ar, as, aa,t):

0 . 1 ORI
57l = 575([(1La§,pa}:ag} + h.c.)

+ 7Yas



gdzie h.c. oznacza czton hermitowsko sprzezony '* do poprzedniego; g jest stala
wzmocnienia dla pola stokesowskiego; v jest stala ttumienia dla pola antystokesow-

skiego; vsa 1 vas sa stalymi ttumienia wzajemnego dla dwoch rozproszonych pél

o= 2mg(Q)|A(Q) (k=S5 A), (70a)

Ysa = Yas = 2mg()As(Q)AL(Q). (70Db)

Niedopasowanie (odstrojenie) czestosci '° AQ i czestosé Q zdefiniowano nastepujaco:

Qg — 0O

AQ = DSTA | _WATUWS (71)

2 2

Qs+QA wa — Ws
QO = = 2
: . (72)

gdzie

Qsa = |wr —wsal. (73)

7 reguly niedopasowanie czestosci A€ jest rowne zeru, cho¢ w niektérych przypadkach
przyjmiemy, ze nieznacznie rézni si¢ od zera. Gestos¢ optycznych moddéw fononowych
(widmo termostatu) o czestosci Q oznaczono przez g(f2). Srednia liczba fononéw w jed-

nym modzie jest okreslona rozktadem Bosego-Einsteina

(i) = o () - 1} (74

gdzie kp jest stata Boltzmanna a T' — temperatura termostatu. Oczywiscie, gdy tempe-
ratura krysztalu maleje do zera, to srednia liczba fononéw (n(wy)) réwniez zmierza do
zera. W §3.1.2 przeanalizujemy rozpraszanie ramanowskie w przyblizeniu parametrycz-
nym, gdy termostat znajduje sic w dowolnej temperaturze ((n(wy)) # 0). Natomiast
w paragrafie 3.2 omdéwimy rozpraszanie ramanowskie bez przyblizenia parametryczne-

go, ale w temperaturze bliskiej zera absolutnego ((n(wy)) = 0).

140d ang. Hermitean conjugate

5ang. frequency mismatch, ros. rasstrojka czastot
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Roéwnanie fundamentalne ( 69) wyprowadziliSmy w pracy [64]. W szczegblnym
przypadku, po zastosowaniu przyblizenia parametrycznego, ( 69) upraszcza sie do row-
nan otrzymanych przez Wallsa [87] i Pefine [91]. Wzér ( 69) redukuje si¢ takze do
rownania McNeila i Wallsa w opisie rozpraszania ramanowskiego typu stokesowskiego,
ale bez koniecznosci stosowania przyblizenia parametrycznego [88].

Réwnanie fundamentalne moze by¢ rozwiazane réoznymi metodami przedstawionymi
w wielu podrecznikach ( [19]— [24], [108]). Takie réwnanie jest zwykle przeksztalcane
do postaci klasycznego rownania rézniczkowego. W niniejszej rozprawie przedstawimy
dwa podejscia. (i) przeksztatcenie do réwnania Fokkera-Plancka dla sparametryzowa-
nych rozktadow quasi-prawdopodobienstwa, korzystajac z metody stanow koherent-
nych oraz (ii) alternatywna metode réwnania fundamentalnego ( 69) w reprezentacji
fokowskiej. Rownania Fokkera-Plancka rozwigzemy metoda stosowana w przypadku
proceséw Ornsteina-Uhlenbecka [109, 20]. Natomiast réwnanie fundamentalne w re-
prezentacji fokowskiej rozwiazemy metoda transformat Laplace’a [88, 89, 110].

W nastepnych paragrafach zanalizujemy trzy przypadki. Po pierwsze, pokrotce opi-
szemy sprzezenie trzech kwantowych p6l promieniowania: laserowego, stokesowskiego
i antystokesowskiego. Problem znacznie si¢ upraszcza jesli zatozy¢, ze rozktady maja
bardzo mata szeroko$¢ potéwkowa. Po drugie, zastosujemy przyblizenie parametryczne,
ktore oznacza, ze wigzke pompujaca potraktujemy klasycznie. Wéwcezas uwzglednimy
jedynie sprzezenie miedzy wiazkami stokesowska i antystokesowska. Po trzecie, oddziel-
nie rozwazymy albo rozpraszanie ramanowskie typu stokesowskiego albo typu antysto-
kesowskiego. Nie pominiemy kwantowej ewolucji pola pompujacego. Na przykladzie
tych modeli ukazemy role i wtasnosci rozktadow quasi-prawdopodobienstwa.

Walls [87] pierwszy wyprowadzit réwnanie Fokkera-Plancka dla rozpraszania rama-
nowskiego. Pefina z wspotpracownikami ( [24] i prace tam cytowane) znalazt anali-
tyczne rozwigzanie tego réwnania dla funkcji @) i P oraz zbadal zagadnienie istnienia
rozwigzan przy pewnych warunkach poczatkowych. Staba strong tego podejscia jest
stosowanie przyblizenia parametrycznego, co efektywnie linearyzuje zagadnienie. Po-

nadto, pojawia sie problem istnienia rozwigzan rownania Fokkera-Plancka. Macierz
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dyfuzji nie jest wszedzie dodatnio okreslona, stad tez nie zawsze istniejg rozwigzania,
a réwnanie ruchu nie jest ,prawdziwym” rownaniem Fokkera-Plancka. W rozprawie
podamy rozwiagzanie dla s-sparametryzowanych rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa
i omowimy zagadnienie ich istnienia.

Metoda réwnan ruchu w reprezentacji fokowskiej (tj. w bazie stanéw Focka)
byta stosowana do opisu réznych wielofotonowych proceséw ramanowskich ( [88,
89], [110]-[118]).

Roéwnanie fundamentalne w reprezentacji fokowskiej zastosowane do opisu pola sto-
kesowskiego moze by¢ rozwiazane metoda transformat Laplace’a. McNeil i Walls [88],
Simaan [89] i inni znalezli rozwiazania dla elementéw diagonalnych. To jest staba strona
tych sformutowan [24]. Statystyka liczby fotonéw (np. subpoissonowska i superpoisso-
nowska), jak rowniez efekty grupowania i rozgrupowania fotonéw, moga by¢ w pelni
opisane przez elementy diagonalne macierzy gestosci p. Jednak, aby opisa¢ wtasnosci
fazowe pol (w szczegdlnosei $ciednianie Swiatta) nalezy znaé elementy niediagonalne
p. W rozprawie przedstawimy Sciste, analityczne rozwiazanie réwnania fundamental-
nego opisujacego rozpraszanie ramanowskie dla wszystkich elementéw (n, m|pin’, m’)

macierzy gestosci p.

3.1 Rownanie Fokkera-Plancka

Roéwnanie fundamentalne jest operatorowym rownaniem ruchu i dlatego tylko dla wa-
skiej klasy modeli fizycznych daje sie¢ rozwiazaé¢ bezposrednio. Jako przyktad podajmy
model Knighta [119, 120] (takze [121, 122] i artykuly tamze cytowane) opisujacy sprze-
zenia typu ramanowskiego. Zwykle kwantowe rownanie jest przeksztatcane do postaci
klasycznego rownania rézniczkowego. Wowcezas moga by¢ stosowane klasyczne metody
analizy matematycznej. W tym paragrafie przedstawimy jedna z najbardziej popular-
nych metod — transformacj¢ do uogélnionego réwnania Fokkera-Plancka (FPE!®), Tub
rOwnowaznie, transformacje do réwnan ruchu dla funkcji charakterystycznych. Ta me-

toda zostata dokladnie oméwiona w licznych podrecznikach ([19]- [22], [24]). Walls [87]

160d ang. Fokker-Planck equation, oznaczenie stosowane w literaturze anglosaskiej
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jako jeden z pierwszych (obok Shena [86]) zastosowal metode réwnania Fokkera-Plancka
do opisu rozpraszania ramanowskiego. Niestety gtéwny wynik pracy [87] — rozwiazanie
rownania FPE dla pdl: stokesowskiego i antystokesowskiego, nie jest stuszny. Popraw-
ne rozwigzanie przedstawil Pefina [91, 92]. Mimo, ze pdzniej otrzymano ogdlniej-
sze rozwiagzania (vide [24] i prace tamze cytowane), to jednak analityczne rozwiazanie
rownania Fokkera-Plancka dla modelu rozpraszania ramanowskiego znaleziono jedynie
w przyblizeniu parametrycznym, tj. z pominieciem kwantowej ewolucji pola pompuja-
cego. Oznacza to, ze rozpraszanie ramanowskie w krysztale jest opisywane jako proces
wzmacniania parametrycznego (pole stokesowskie) i parametrycznego konwertera cze-
stotliwosci (pole antystokesowskie). Zastosowanie przyblizenia parametrycznego wyda-
je sie, ze jest najstabsza strong metody FPE w opisie zjawiska ramanowskiego. Poza
tym pojawia sie problem istnienia rozwigzan FPE. Macierz dyfuzji FPE dla spara-
metryzowanego rozktadu quasi-prawdopodobienstwa nie jest dodatnio okreslona (przy
okreslonych warunkach poczatkowych oraz pewnym s). Dlatego takie FPE nie powin-
no by¢ interpretowane tak samo jak ,prawdziwe” FPE, tj. rownanie opisujace ruchy
Browna pod wplywem odpowiedniej sity [123]. Stosowane jest wéwczas okreslenie: u-
ogblnione réwnanie Fokkera-Plancka 7. Czasem mozna sie spotkaé¢ z opinia, Ze takie
réwnania sa w pewnym sensie niefizyczne [124].

Metoda FPE polega na dokonaniu s-uporzadkowania operatorow w roéwnaniu fun-
damentalnym ( 69), a nastepnie na wykorzystaniu kwantowo-klasycznej zasady odpo-
wiednio$ci dla stanow koherentnych. Reguty przeksztatcenia rownania fundamentalne-
go do postaci FPE dla s-sparametryzowanych rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa

W) (o, a*, A) sa dobrze znane [14, 125]. Zapiszmy je w zwartej postaci:

Ai i
“t (a _s=l a*> W (a, a*, A), (75a)

fLA 2 8a

i+ A i

“ — (a* _sE 13) W (a, a*, 4), (75b)

Ao+ 2 O«

gdzie A jest dowolnym operatorem; w szczegdlnosci A moze by¢ macierza gestosci p; A

7ang. generalized Fokker-Planck equation, pseudo-Fokker-Planck equation
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jest klasyczng funkcja zwiazang z operatorem 121; parametr s przyjmuje dowolne war-
tosci z przedziatu (—1,1). Reguly ( 75a-b) moga byé stosowane wielokrotnie, gdy A
jest funkcjg innych operatorow. Przytoczmy rowniez reguty przeksztalcenia réwnania

fundamentalnego ( 69) do réwnania ruchu dla s-sparametryzowanej funkcji charakte-

rystycznej C\®)(3, 3%, A) (np. [14]):

Aa < 0 s+1
>

—_ (s) * A
o5+ 5 8) 0. A (76a)

Al A

W §3.1.1 wyprowadzimy réwnanie Fokkera-Plancka w opisie catkowicie kwanto-
wym. Przyblizone rozwiazanie analityczne tego réwnania podamy w uzupelnieniu B.
W 83.1.2 i1 §3.1.3 przedstawimy rozwiagzanie FPE dla s-sparametryzowanych rozkta-
déw quasi-prawdopodobienstwa. Nasz wynik jest uogdlnieniem rozwigzania Pefiny
i wspétpracownikéw [24]. Przedstawimy rozwiazania dla s-sparametryzowanych funk-

cji charakterystycznych. W §3.1.3 rozwazymy problem istnienia rozkladéw W) =

W) (g, g, t) w zaleznoéci od warunkéw poczatkowych.

3.1.1 Opis w peilni kwantowy

Roéwnanie Fokkera-Plancka w opisie catkowicie kwantowym mozna otrzymac
z réwnania fundamentalnego ( 69) stosujac wielokrotnie reguly odpowiednio-
Sci (75a-b). Po dos¢ zmudnych obliczeniach otrzymujemy nastepujace uogdlnio-
ne FPE dla s-sparametryzowanego rozkladu quasi-prawdopodobiefistwa W) =
WS (ag, ag, ag,t):

0 1 [ 0 0
Twe) — = _ 7
w ’ys{ o or, Jos g

() |2+1—|—s g | |2_1—s 0
as 2 aaLaL ar 2 8a5a8

1—32(8 g 0 o o0 0 ) ]
+ s | +c.c.

dag, ar OJag Oark B Oay, 0o 8a5a
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1-s21 0 0
2 aaLﬁozz

1 —s?
1 2 (s)
+ [(1+ s)|ag] 5 ] Dy Dort }vv

YA dars LaaA A

— | |« |2—1_8 ia + | |o ]2+1+S ia
A 2 ooy, L L 2 day A

1—52(8 o 0 g o0 0 ) ]
_ ar — ay | +c.c.

4 OJap " Oay 0o’y Oay Oa; Oas
1—s%1 0 0
2 —
+ {(1—‘_5)’@’4‘ 2 } Oay, 0oy
_ 2 1 — 82 8 8 (s)
+ {(1 sllecl+ ==\ 5ar9m

+ {%’YSAeXp(—QiAQAt) [—a% (a* 0 T o 9 ot 0 )

AaOéS 8065 aOéA SaOéA
8 . 8 8
L
1—s% ., 0 1—s% , 0 0? ]
* * (s)
+( 1 Aa agay — 1 aS@aA) Ba? +C'C'}W (77)
/YS 2 aOzSaS 2 o SaS e
s 0 0 8 0 )
T las Oay, 0oy Flazf s 0o
+ ya(n >{ i —ia 0 —|—lia + c.c.
raNy Do " Doy Foa, T 200, A
5 0 8 0 s)
oo+ Il 5o 5o W
0? , 0 0

- {m<ﬁv> exp(21A0NAL) [O‘SO‘Aa R T

0? 0? 0 ]
oy, (ozA S + ag ) : —i—c.c,}W .

Wynik ten przedstawiliémy w artykule [64]. Dla wygody, zamiast terminu uogélnio-

ne réwnanie Fokkera-Plancka [24] bedziemy uzywaé zwyklego okreslenia réwnanie
Fokkera-Plancka.
Sprébujmy znalezé interpretacje fizyczna réwnania ( 77). Czlony przy vs opisuja

m.in. wzmocnienie modu stokesowskiego; cztony przy v reprezentuja strate energii z
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modu antystokesowskiego do termostatu; cztony przy vas i vsa opisuja stochastycz-
ne sprzezenie miedzy modami stokesowskim i antystokesowskim poprzez termostat;
pozostale cztony przy (n(wy;))v, okreslaja przeptyw fluktuacji z termostatu do pdl
promieniowania (tj. uktadu). Réwnanie ( 77) opisuje takze ewolucje wiazki laserowej,
tj. jej ostabienie, sprzezenie z polami rozproszonymi, jak réwniez wprowadzenie fluk-
tuacji termostatu do tego pola. Interpretacja cztonéw przy vs (74), jako wzmocnienie
(ttumienie) pdl promieniowania, jest na razie intuicyjna, ale stanie sie to bardziej zro-
zumiate po zanalizowaniu rozwigzan w §3.1.2 i paragrafie 3.2 oraz w uzupetnieniu D.

Réwnanie ( 77) ma bardzo skomplikowana strukture. Niemniej jednak mozna wy-
znaczy¢ o wiele prostsze rownania ruchu dla wartosci $rednich (o), (arar), (o),
(dla k,l = L, S, A). W szczegdlnosci, gdy vas = 0, otrzymujemy

d, . R .
5 (Az®) + (s (t)) + (2a(t)) =0, (78)
gdzie (ng(t)) = (ajax). Zaleznosé ( 78) oznacza, ze catkowita liczba fotonéw (we wszyst-
kich polach promieniowania) jest stala ruchu, jesli tylko nie uwzglednié¢ w (69) wyrazow

proporcjonalnych do 45 i ys4. Réwnanie ( 77) zawiera czlony postaci %ajakalw(s),

(&%)

aii%akalw(s), 8&%%0@)/\/(5), gdzie oy, o, o, 0y = a, o, g, g, g, oy Jak wi-
dac wiekszos$¢ elementéw wektora dryftu jest nieliniowa do trzeciej potegi «, jak réwniez
wiekszos¢ elementow macierzy dyfuzji jest nieliniowa w kwadracie. Sprawia to szczegdl-
ng trudnos$¢ w znalezieniu rozwigzania réwnania rézniczkowego. Oprécz tego, FPE ( 77)
dla W) = W(S)(aL, ag,aa,t) z parametrem s # +1 zawiera pochodne trzeciego rzedu
w cztonach a%ia%ja%ko‘lw(s)‘ Nota bene, pochodne trzeciego rzedu w FPE pojawiaja
sie w wielu modelach [24, 71], na przyklad w modelach ttumionego i wzmacnianego
oscylatora anharmonicznego. Réwnania Fokkera-Plancka (444) i (H.2), dla tych mo-
deli oscylatora anharmonicznego, beda podstaws naszych rozwazan w paragrafie 7.4 i
uzupetnieniu H.

Analogiczne réwnania ruchu dla s-sparametryzowanej funkcji charakterystycznej
C¥ (B, Bs, Ba, t) moze byé wyprowadzone zaréwno z réwnania fundamentalnego ( 69),

wykorzystujac reguty odpowiedniosci ( 76a-b), jak i z FPE ( 77) — stosujac transformate

Fouriera ( 4) po zmiennych ay, aig, cvs. Po przeksztatceniach otrzymujemy poszukiwane
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réwnanie ruchu dla C®) = C (6L,ﬂg,ﬂA, t):

0 1
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Réwnanie ( 79) ma szereg cech FPE ( 77), stad tez napotykamy na podobne trudnosci

_ {%7A5<ﬁv> exp(21AQAL) [ﬁSﬁA

w znalezieniu jego analitycznego rozwiazania, m.in.: nieliniowo$¢ wspotczynnikow przy
cztonach z pierwszymi i drugimi pochodnymi oraz obecnos¢ cztonéow z pochodnymi
trzeciego rzedu. Jednak, w przeciwienistwie do ( 77), istnienie rozwiazania réwnania
( 79) dla C*V) (dla jakiego$ konkretnego s;) pociaga za sobg istnienie rozwiazania dla
dowolnego innego parametru sq, co wynika z whasnosci ( 11).

Z uwagi na wyjatkowo skomplikowana strukture réwnan ( 77) i ( 79), lub tez row-
nowaznych rownan ruchu wyprowadzonych w ramach catkowicie kwantowego modelu
opisujacego pola stokesowskie i antystokesowskie, wydaje sie, ze Sciste analityczne roz-
wiazanie nie istnieje. Do podobnych wnioskéw doszedt Pefina [24]. Przyjmiemy kolejne
przyblizenia w omawianym modelu, aby otrzymaé¢ analityczne rozwigzania uproszczo-
nego réwnania ( 77). W paragrafie 3.2 przedstawimy sSciste analityczne rozwiazanie
dwumodowego réwnania fundamentalnego (z uwzglednieniem ostabienia pola pompu-
jacego) stosujac metode transformat Laplace’a do réwnania w reprezentacji fokowskiej.
W §3.1.2 znajdziemy rozwigzanie dwumodowego FPE dla W) (ag, as, t) i rozwiazanie
odpowiadajacego mu réwnania ruchu dla C®)(8s, 34,t) w modelu rozpraszania rama-
nowskiego w przyblizeniu parametrycznym. W uzupemieniu B podamy rozwigzanie
zlinearyzowanego tréjmodowego FPE dla WY (ay, ag, aa, t), opisujace ewolucje pol
promieniowania przy zatozeniu matych fluktuacji wokot ich srednich wartosci. W tym
modelu rozwazymy jedynie funkcje @ (s = —1), zeby ograniczy¢ problemy zwiazane

7z nieistnieniem rozwigzan, a takze, aby rzad réwnania zredukowac¢ o jeden.

3.1.2 Opis w przyblizeniu parametrycznym

Przedstawimy teraz rozwiazanie réwnania fundamentalnego ( 69) w przyblizeniu
parametrycznym, tj. dla modelu rozpraszania z klasycznym polem pompujacym. Przy

tym zalozeniu, tréjliniowe hamiltoniany Hg ( 66a) i Hx ( 66b) redukuja sie do form
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dwuliniowych, w wyniku zastapienia operatoréw anihilacji pola laserowego ay (kre-
acji aj) przez zespolona amplitude pola klasycznego er (e}). To przyblizenie efek-
tywnie linearyzuje omawiany model rozpraszania ramanowskiego. Otrzymujemy naste-
pujace rownanie Fokkera-Plancka dla dwumodowego s-sparametryzowanego rozktadu

quasi-prawdopodobienstwa W) (g, g, t):

0 K 0
— (S) P— —_— _S ) —
ftW (ozg,ozA,t) = { {( 5 +2AQ) Sas—l—c.c}

8aA

_ [HSA (azais - afgajA> + c.c.] (80)
+f‘is(<ﬁv>+8+1) 0?
2 8a58a§
) 1—s 0?

+ Ka ((nv> + )

2 Oax0ay

_ [RSA (mV) + 1) >, C.c} W@ (as, a 1)

5 80(5804,4

+ [(%‘ — z'AQ) iaA + c.c.}

W wyprowadzeniu zastosowalidmy reguty odpowiedniosci ( 75a-b) do réwnania funda-
mentalnego ( 69) z klasyczna amplituda e; zamiast operatora ar. DokonaliSmy takze
transformacji zmiennych oy — exp(—iAQA)ay 1 G — exp(—iAQAL) [y, gdzie niedo-
pasowanie czestosci A2 okreslono wzorem ( 71). Dla prostoty, zespolona amplitude e,
wlaczylismy do stalych kg = vslep|?, ka = valer|* 1 ksa = Kfg = Ysa€s.

Nasze réwnanie Fokkera-Plancka ( 80) jest uogdélnieniem, na dowolny parametr s
z przedziatu (—1, 1), réwnan wyprowadzonych przez Wallsa dla funkcji P (s = 1) [87]
oraz przez Pefine dla funkcji P i @ (s = 1) [91, 92]. Jesli rozwazy¢ jedynie rozpra-
szanie stokesowskie (z pominieciem antystokesowskiego) to wzor ( 80) redukuje sie do
s-parametryzowanego FPE otrzymanego przez Pefinova i in. [126].

Sprébujmy podaé interpretacje FPE ( 80). Pierwszy czlton w ( 80) opisuje wzmoc-
nienie pola stokesowskiego, podczas gdy drugi — ostabienie pola antystokesowskiego.
Oddzialywanie stokesowskie w przyblizeniu parametrycznym mozna traktowaé jako
proces wzmacniania parametrycznego, natomiast oddziatywanie antystokesowskie od-

powiada parametrycznej konwersji czestotliwosci. Trzeci czton w ( 80) opisuje sprze-
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zenie miedzy modami stokesowskim i antystokesowskim; pozostate trzy cztony opisuja
(gdy T > 0) wprowadzenie szuméw z termostatu do uktadu. W przeciwienstwie do
poprzednich réwnan ruchu, ( 69), ( 77) i ( 79), tracimy wszelkg informacje o ewolucji
wigzki pompujace;j.

Jak wida¢, FPE ( 80) nie zawiera pochodnych trzeciego rzedu dla zadnego
s-sparametryzowanego rozktadu W) (nawet gdy s # +1). Przypomnijmy, ze FPE
( 77) w opisie catkowicie kwantowym zawieralo pochodne trzeciego rzedu.

7, uwagi na to, ze wektory dryftu sa liniowe, a elementy macierzy dyfuzji sg state,
réwnanie ( 80) opisuje proces Ornsteina-Uhlenbecka [21]. Opracowano rézne metody
rozwiazywania réwnan ruchu dla proceséw Ornsteina-Uhlenbecka [20, 24]. Na przyktad,
jesli zastosujemy transformate Fouriera ( 4) do rozktadu W) (ag, as,t) (wzgledem
zmiennych ag, ay4), to otrzymamy réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu dla funkeji

charakterystycznej C*)(8g, B4, t):

g o = (5 -ia0) iy +oo]

2 a5
_ [(7+ZAQ) ﬁA%—i—cc}
KSA %
[ 5 (ﬁAaﬁ 55%) + C.c} (81)

—Hs<m/> S+1)M%F
— K4 <<ﬁv> + ! ; S) Enk

- [KAS (<ﬁv> + %) Bsfa + C-C-] }C(s)(ﬁs,ﬁmt)-

Inna metoda prowadzaca do powyzszego réwnania na funkcje charakterystyczna ( 4)
polega na zastosowaniu regut ( 76a-b) do wzoru ( 69), gdy ar, +— e

Model rozpraszania ramanowskiego w przyblizeniu parametrycznym byt wielokrot-
nie studiowany przez Pefine i jego wspolpracownikow [91, 92, 127, 97] (takze [24]). Jed-
nak rozwigzania réwnan ruchu dla tego modelu byty przez nich wyprowadzone tylko dla
WED (ag, ag, t) (tj. dla funkeji Q i P) oraz funkcji charakterystycznych CHY(Bg, B4, ).

W tym paragrafie uogélnimy wyniki Pefiny na dowolnie s-sparametryzowane funkcje
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W (ag, aq,t) i C)(Bg, Ba, t).
Wprowadzimy nastepujaca uproszczona notacje dla funkcji opisujacych szum kwan-
towy, tj. dla kowariancji Wignera, wariancji, a takze dla srednich wartosci operatorow

anihilacji ag and a4:

BOW = S({AGL(), Aan)}) -3, (82)

Dult) = Dult) = {Aw, Aan)}), (s2b)

Dult) = D) = —({Aaf0,8a0}),  (AD,  (52)
Cult) = ((Aax(t))), (820

&) = () (s2¢)

gdzie k = S, Ai{...,...} jest antykomutatorem. Symbole ( 82a-e) wprowadzamy za ar-
tykutem [24] z tym, ze uogdlniliémy wspétezynnik By — B ,is). Przy warunku poczatko-
wym, ze pole stokesowskie i antystokesowskie sa stochastycznie niezalezne, znajdujemy
nastepujace rozwiazanie réwnania ( 81), stuszne dla dowolnej wartosci parametru s:

(85, Bat) = exp{ 3 [ BOWIAL

k=S,A
i (%o;;(tmz i ) (B (1) — c.c)] (83)
+ [Dsa(t)B584 + Dsa(t)Bs) + c.c.] }

gdzie

B = (B9 + ) + 157 0o

b (B = ) - ) 0P - ) - 155 (s
B0 = (B9 - G- 157 ) loaor
" (B§5)+<ﬁv>+l;rs> VAP +{iv)+ 5 (84)

42



1+s

Dsalt) = (Bés>+<ﬁv>+ )Us<t>vA<t>

+ (B - ) - 150 v,
Dsalt) = CSUS@VA(E) + CAUR(OVi (),
Cs(t) = CsUA(E) + CRV2LH),
Calt) = CAU(D) + CAVAQ)
() = Us(tts + Vs(t)Eh

§alt) = Ua(t)sa+ Va(t)&s.

(84c¢)

(84d)

(84e)

(84f)

(84g)

(84h)

Nasze rozwiazanie ( 83) dla funkcji charakterystycznej C*)(8s, B4,t) (s € (—1,1)) jest

uogélnieniem rozwigzania podanego przez Karska i Pefine [97] dla funkcji C™V(Bs, Ba, t)

odpowiadajacej normalnemu uporzadkowaniu operatoréw pola. Rozwiazanie ( 83) dla

s = =1 redukuje sie do rozwiazania Pefiny [91], przy zalozeniu, ze Cy = Cs = 0,

co narzuica zerowanie si¢ wspotezynnikéw Dga(t) = Ca(t) = Cs(t) = 0 dla dowolnej

chwili. Funkcje Ug(t), Vi(t) (k = S, A) pojawiajace sic w réwnaniach ( 84a-h) mozna

wyrazi¢ nastepujaco:

K
Vs(t) = =7Qu,

RsA

VA(t) - _TQE

K

Us(t) = Q2+ <7A + ZAQ) Q1,

Uath) = Q35— (5 —ia0) Qi

korzystajac z pomocniczych funkcji

0 = exp( P At) — exp(PAt)
1 — Pl _ P2 )
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(85b)

(85c¢)

(85d)

(86a)



_0Q1  Prexp(PiAt) — Pyexp(PAt)
Q2 = 5 ) : (86b)

1/2
Ks — KA

1
= +
2 2

Py = . (87)

(/is;K,A)2 ((AQ) HS—;HAAQ>

Latwo zauwazy¢, ze w chwili poczatkowej 19 zachodzi Vi(tg) = 01 U(tg) = 1. Zatem
poczatkowe kowariancje Wignera Dy i Dk,l (k,l = S, A) znikaja, co jest odzwier-
ciedleniem warunku poczatkowego o braku stochastycznych korelacji miedzy polami
rozproszonymi. Przy zalozeniu dopasowania czestosci AQ2 = 0 funkcje ( 85a)—( 87)
znacznie si¢ upraszczaja [91], gdyz P = (/‘65 ka) 1Py =0. W szczegblnosci prowadzi

to do zwiazkow:

Vs(t) +Va(t) = 0, (88a)

Us(t) + Ua(t) = 1+ exp (“5 5 A At) . (88h)

Aby otrzymaé rozwiazanie FPE ( 80) zastosujemy transformate Fouriera ( 3) funkcji
C®)(Bg, Ba,t), co w wyniku prowadzi do poszukiwanego s-sparametryzowanego rozkta-

du quasi-prawdopodobienistwa W) (g, aa, t) w postaci:

Was,ant) = o ep ] (LO) 2~ Bilas - &) - Bulaa — (o)
+ 5 B0 — E5(0)° + S Exladt — E4(1))
¥ By — (1)) oy — €3(1) (59)

+ Eafas — €s() (03 — &) + ce] },
gdzie s-sparametryzowane funkcje F; i L) sg zdefiniowane nastepujaco:

B = BYOK(1) - BY ()KL (1)
+ (CH(t)Dsa(t)Dga(t) + c.c.),
B, = BYWES() - BY (K1)
+ (Cs(t) D54 (t) Dga(t) + c.c.),
By = Cs(t)K(t) +2BY () Dsa(t) Dga(t)
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+ CHt)DEu(E) + Ca(t) DEL(D), (90)
Ey = Ca(t)K§'(t) +2BS (t) Dsa(t) Dsa(t)

+ Cs(t) D34 (t) + C5(t) DA (),
By = Dsa(t) |[BYOBY() - K ()]

+ BS (£)Ca(t) Disalt) + BY (£)Cs(t) Dsalt)

+ Cs(t)Ca(t)Dsa(t),
Be = —Dsa(t) [BE 0B () + K1)

— B (H)Ca() D5 (1) — BY (1)C4(t) Dsa(t)

— Cy(t)Cat)Dia(),

(L2 = KPOES (1) - 2B (t)BY () K.(t)
— [Cs()CA()DE(t) + Cs(t)Ch () D24 (2) (91)
+ 2BY) ()04 (1) Dsa(t) Dsalt)

+ 2BY () C5(t) Dia(t) Daalt) + c.c] + K2(t),

gdzie
K0 = (BEAD) ~ 1Csa)P, (92a)
Ki(t) = |Dsa(t)]* + [Dsa(t)]*. (92b)

Nasze rozwiazanie ( 89) dla dowolnie s-sparametryzowanego rozktadu W (as, as, t),
jest uogélnieniem wyniku Karskiej i Pefiny [97] oraz Pefinovej [128] dla antynor-
malnego sparametryzowania (tj. s = —1). Dwumodowe funkcje W) (ag, aa,t) ( 89)

C®)(Bs, Ba,t) ( 83) redukuja sic do wyrazen jednomodowych W) (ay,t) i C) (B, t)
(k =S, A) poprzez proste podstawienie ag = G5 = 0 albo as = 4 = 0. W wyniku tej
procedury, wspotczynniki Vi(t), Va(t), Dsa(t) i Dga(t) tez znikaja, a L®) upraszcza
sie do postaci 1/ K7 (t).
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3.1.3 Zagadnienie istnienia sparametryzowanych rozktadéw

quasi-prawdopodobienstwa

W tym paragrafie zajmiemy sie zagadnieniem istnienia s-sparametryzowanych roz-
ktadéw quasi-prawdopodobiefistwa W) (as, aa,t) ( 89). Podkreslamy, ze rozwiazanie
( 83) réwnania ( 81) dla funkcji charakterystycznej C'*)(3s, 34, 1) istnieje dla dowolne-
go parametru s w przeciwienstwie do rozwiazania ( 89) réwnania ( 80) dla rozkladow
W) (g, aq,t). W omawianym modelu rozpraszania ramanowskiego problem istnienia
QPD ( 89) wiaze sie z istnieniem transformaty Fouriera ( 3) dla funkcji charakterystycz-
nej C®)(Bg, Ba,t) ( 83) i sprowadza sie do spetnienia czterech warunkéw [129, 130, 128].

W naszej notacji dla sparametryzowanych funkcji, warunki te mozna zapisa¢ nastepu-

jaco:
(i) 0< K@),
(i) 0< L(1),
(it) 0< ReCu(t)+ BY (1), (93)
(i) 0< 0= (K0 )/ [Recs<t>+3gf>(t>}+(K§;‘>(t))_1/2

X[Re Ch(t)(Dga(t) — Dsa(t))?
BY ()| Dsa(t) — Dsa(t)?].

Zat6ézmy dla konkretnego s;, ze przynajmniej jedna funkcja z powyzszych czterech
(93) nie zawsze jest dodatnio okreslona. Wowczas réwnanie ( 80) nie powinno by¢
interpretowane jako zwykte s;-parametryzowane FPE, lecz nalezy rozumie¢ je w sen-
sie nogélnionego FPE. Podkredlmy, ze chociaz rozktad W) (ag, a4, t) moze nie istnieé
jako nieosobliwa funkcja, to jednak w mysl twierdzen Klaudera-Sudarshana , zawsze ist-
nieje w terminach funkcji uogdlnionych (dystrybucji). Na marginesie pragniemy wspo-
mnie¢ o mozliwosci uzycia uogélnionych reprezentacji P Drummonda i Gardinera [9]
zamiast reprezentacji (funkcji ) P Glaubera-Sudarshana. Uogdlnione reprezentacje P
byty wielokrotnie skutecznie wykorzystywane przy rozwiazywaniu roéwnan fundamen-
talnych opisujacych r6zne nieliniowe problemy (vide e.g. [9, 16, 34, 11]). Metoda m.in.

polega na podwojeniu przestrzeni fazowej. W naszej sytuacji oznacza to koniecznosé
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postugiwania sie uogélniong reprezentacja P zalezng od o$miu rzeczywistych argumen-
téw (nie liczac czasu) zamiast rozktadu W) (89) zaleznego od czterech zmiennych:
Reay, Reag, Imay, Imag.

Przeanalizujmy kilka konkretnych sytuacji. Zalézmy, ze pola stokesowskie i anty-
stokesowskie sg poczatkowo koherentne, co oznacza, ze wspotczynniki Cg, Cy i Dgy

znikaja. Wowczas skomplikowane wyrazenia na L® (1 93) i L) ( 91) upraszczaja sie

do postaci
L¥ = BY®BY(t) - |Dsalt)?, (94)
L@ = |BY()BY(t) — [Dsa(t)P]. (95)

Jak wida¢, w przypadku pol poczatkowo koherentnych wystarczajagcym warunkiem
istnienia rozktadow W) (ag, au,t) ( 89) jest jedynie dodatnia okreslonoéé funkeji L(®)
(94). Przy zalozeniu dopasowania czestosci (A2 = 0) wyrazenia mozna jeszcze bardziej

uprosci¢. Funkcje B(S) W(t) 1 Dga(t) ( 84a-c) sprowadzaja si¢ do postaci

1—s
B(s) _ Rg 3 Rs _ 2H—A ~ >
s (1) Ks—RAf /ﬁs—/-iAf+ e — Fn + (Av) [+ | + 5~ =0 (96a)
1—s
B(S) _ KA - Rs - R >
A (1) P RAf P KAf + () fr ) + 5 2 0, (96b)
KRqK K
Dsa(t)] = VSAL( S f oy <>ﬁ+Q (96¢)
Kg — KA Kg — KA
gdzie
fi = exp (“S_T’“At) + 1. (97)

W szczegolnosei, funkcja Wignera istnieje poniewaz zachodzi nieréwnosé

_ 1  1expl(ksg —ka)At]—1_, .
IO = 2+3 e is—ia)A L= L s + ) + ] > 0, (98)

e~

w przeciwienstwie do funkcji P, ktéra dla t > t, nie istnieje (co pokazal Pefina [91]):

T RSk A

2
T ot [exp (%At) - 1] <0  gdyAt>0. (99)
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Rys. 1:

Wspoétezynnik L) (t) w zaleznosci od czasu t i parametru s, okrelaja-
cy istnienie rozktadu quasi-prawdopodobieristwa W () (ag, as,t). Dobrano
nastepujace wartosci: (a) kg = 10%, k4 = 101, |JAQ| = 1+10° (w tym prze-
dziale |AQ| powierzchnie si¢ pokrywaja), (ny) = 0; (b) kg = k4 = 10,
IAQ| = 1, (y) = 0+ 100; (c) kg = ra = 105, |AQ| = 105, (fy) = 10;
oraz (d) kg = ka = 108, |AQ| = 105, (ny) = 0. Pola: stokesowskie i an-
t_y(s1):okesowskie sg poczatkowo koherentne. Linia na powierzchniach okresla
L¥)(t) = 0.
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Ogodlnie, rozwiazanie ( 89) dla okreslonej chwili t istnieje dla parametréw s mniejszych

niz

2 _
s < BYP@)+BY () +1- \/ (Bg”(t) + Bg”(t)) — AL, (100)

Przy zatozeniu réwnosci statych: ttumienia v, i wzmocnienia ~vg, co jest réwnowazne

warunkowi k4 = kg = K, otrzymujemy wyrazenie
- 1
L® = i §)2 4 2(1 — s)(1 4 2(hy ) kAt — sk2(At)?], (101)

ktore jest wieksze od zera dla parametréw s mniejszych niz

At\?
<1+2(ﬁv> +%> 41

1/2
1 (kAL +1)? .
R 2(ny) —

5 kAL (102)

W szczegolnosci, L) (199) dla funkeji P i L(® ( 98) dla funkcji Wignera upraszaja sie

odpowiednio do

= (1) kALY
= —\ 5 9 y ’
L 5 <0 gdy At >0 (103a)
_ 1 1
LO = 1+ ((ﬁv> - 5) KAt > 0. (103b)

Wzér okredlajacy s, dla ktérego jest spelniony warunek L(®) > 0, nie moze by¢ wyrazony
w prostej formie w przypadkach niedopasowania czestosci AQ) # 0.

Jako kolejny przyktad rozwazymy sytuacje, gdy pola rozproszone (stokesowskie i an-
tystokesowskie) byty poczatkowo chaotyczne. W sensie matematycznym ten przypadek
rézni sie od poprzedniego (dla pél poczatkowo koherentnych) wystepowaniem niezero-
wych wspotezynnikow B,i_l) = (Nenk) (k= S, A). Jesli skorzystaé z relacji ( 84a-c),
to tatwo pokazaé, ze funkcje B,ES) (t), Dga(t) dla pél chaotycznych sa niemalze takie
same jak dla koherentnych. Pojawiaja sie jednak dodatkowe cztony. Dla tej sytuacji

otrzymujemy nastepujace wyrazenie na funkcje L) (91):

LY = (BY®) + (ens)|Us O + en ) Vs (1))
x (BY®) + (e )Ua ) + Givns) Va()?) (104)
— [|Dgal + (iens)Us(OVa(t) + (ien a)Ua(t) Vs (£)|",
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ktore ma podobna postaé do wzoru ( 95). Wystepuja w tym wyrazeniu funkcje B ,gs)(t) i
Dg4(t) okreslone (tym samym co poprzednio) wzorem ( 96a-c). W przypadku réwnych

statych vg = v4 otrzymujemy zwiazek

o _ (%):((ﬁcmﬁ + (Reng) — 1) + YAt {(ﬁchﬁ <(ﬁv> Lo 42r 3)

# ians) () + 250 ) + () + 5 ) (-9 (105)

) (1) 1) st ()

Widaé, ze funkcja Wignera zawsze istnieje (dla dowolnej chwili ¢), gdyz

IO = 38t(ions) + Gion) + 1) (i) + 5)
+ (fien a) ((ﬁch5> + %) + %<ﬁch5> + 411 > 0, (106)

podczas gdy funkcja P istnieje tylko dla czasow krétszych niz

At < %((ﬁchﬁ+<ﬁchs>+1)_1{(ﬁchA>2[<ﬁchs>+(<ﬁv>+1)2]

+ (R a) (Pen 5) [(Rien s) + () + () +1)%] + <ﬁch5>2<ﬁ\/>2}1/2 (107)

+ (fena)((Av) + 1) + (Rens) (v).

Relacja ( 105) jest kwadratowa wzgledem s, zatem jest mozliwe podanie analitycznego
wzoru okreélajacego najwickszy parametr s (s < 1), dla ktérego rozktad W) (g, aa, t)
istnieje w danej chwili At =t — ty. Z braku miejsca nie podamy tej zaleznosci.

Na rys. 1 przedstawiliémy funkcje L®)(¢) dla réznych wartoéci: niedopasowania cze-
stosci A, éredniej liczby fononéw (7)) w modzie, (przeskalowanej) stalej ttumienia
kA 1 stalej wzmocnienia kg. ZatozyliSmy, ze pola stokesowskie i antystokesowskie by-
ty poczatkowo w stanach koherentnych. Zatem we wszystkich rozwazanych sytuacjach
(rys. la-1d) warunek dodatniej okreslonosci funkcji L(*)(¢) jest wystarczajacy dla ist-
nienia odpowiadajgcego s-sparametryzowanego rozktadu quasi-prawdopodobienstwa
W) (g, acg, t). Dla przejrzystoéci na rys. 1 wykredliliémy krzywa okreélong warunkiem

LB(t) = 0.
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3.2 Roéwnanie fundamentalne w reprezentacji fokowskiej

Przyblizenie parametryczne przyjete w §3.1.2 i §3.1.3 efektywnie linearyzuje model
rozpraszania ramanowskiego opisany przez hamiltonian ( 64). Przedstawimy teraz roz-
wigzanie nieliniowego problemu, tzn. bez stosowania przyblizenia parametrycznego.
Réwnanie Fokkera-Plancka ( 77) (jak i odpowiadajace mu réownania ruchu ( 79) dla
funkcji charakterystycznej) odstania problemy zwiazane z calkowicie kwantowym opi-
sem rozpraszania ramanowskiego z rownoczesnym uwzglednieniu poél stokesowskiego
i antystokesowskiego. Zatdzmy, ze temperatura krysztatu rozpraszajacego jest dosta-
tecznie niska tak, ze érednia liczba fononéow w modzie jest bliska zera, co wynika z
przyjetego rozktadu Bosego-Einsteina ( 74). Pominiemy tez promieniowanie antysto-
kesowskie. Przyjmijmy wiec, ze 74 = 754 = 745 = 0. Nasze réwnanie fundamentalne
( 69) redukuje sie do prostej postaci [88]:

L tp,atas]). (108)
gdzie przeskalowaliSmy zmienng opisujacg czas: t — 7 = vgt. Oznaczmy elementy

macierzowe zredukowanego operatora gestosci p w reprezentacji fokowskiej przez

(nuons [p(T)| ) = (nom|p()n+v,m+p) = pun(vspr).  (109)

18 ole-

dla prostoty utozsamiamy n; = n i ng = m; p oznacza stopien niediagonalnosci
mentow macierzy p dla pola stokesowskiego, natomiast v — stopien niediagonalnoéci dla
laserowego pola pompujacego. Réwnanie fundamentalne w bazie stanéw fokowskich, tj.
dla elementéw macierzowych (109), bezposrednio wynika z réwnania ( 108) przyjmujac

postac:

D () = 2l + 1)+ (04 V) -+ g 1))

+ [(n+1)(n+ v+ Dm(m + )] pps1m (vur).  (110)

W szezegblnym przypadku, réwnanie ( 110) dla diagonalnych elementéw macierzowych

Prm (007) redukuje si¢ do réwnania na liczbe fotonéw ¥ wyprowadzonych przez Loudona

Bang. degree of off-diagonality
tlumaczenie ad sensum terminu ang. rate equation; réwnanie kinetyczne wydaje sie pojeciem zbyt

ogblnym
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[110] oraz McNeila i Wallsa [88]. Simaan, w artykule [89] (takze Loudon [110]), studio-
wal rozpraszanie ramanowskie w gazie dwupoziomowych atomow. Przy zalozeniu, ze
prawie wszystkie atomy sa w swych stanach podstawowych, to réwnanie Simaana na
liczbe fotonéw przyjmuje taka sama postaé jak nasze rownanie ( 110) dla elementéw
diagonalnych p,,,,(007) (tj. przy v = u = 0.).

Jako, ze réwnanie ( 110) zawiera czlony wylacznie typu pnm lub ppi1m—1, wniosku-

jemy o zachowaniu catkowitej liczby fotonéw w naszym opisie:
(7)) + (m(r)) = () + (), (111)

Wzér ( 111) jest szczegdlnym przypadkiem wyrazenia ( 78).

3.2.1 Opis w peilni kwantowy

Przedstawimy dokladne rozwiazanie réownania fundamentalnego ( 110). To jest
prawdopodobnie jeden z wazniejszych wynikéw tej dysertacji. Zastosujemy metode
transformat Laplace’a. Te metode wielokrotnie stosowano rozwigzujac réwnania ruchu
w opisie réznych nieliniowych zjawisk optycznych (np. [131, 88, 110] oraz artykuty tam-
ze cytowane). W szczegdlnosci, metode transformat Laplace’a wykorzystano w réznych
wielofotonowych procesach ramanowskich (np. [88, 89, 94, 111, 112, 113, 117, 118]).
Rozwiazanie rownania ( 110) dla elementéow diagonalnych p,,,,(007) zostalo znalezione
przez McNeila i Wallsa [88], a nastepnie podane w ogélniejszej postaci przez Sima-
ana [89]. Niektérzy, m.in. Raymer and Walmsley ( [73] str. 192), uwazaja, ze analiza
Simaana [89] jest najpeliejszym i najscislejszym wykorzystaniem metody réwnania
fundamentalnego do opisu rozpraszania ramanowskiego. Oczywiscie informacja o fazie
pol jest catkowicie stracona w rozwiagzaniach Simaana. To ograniczenie spowodowa-
to, ze wielu autoréw stosowalo inne metody rozwigzywania réwnania fundamentalnego
w opisie zjawiska ramanowskiego. Niemniej uwzglednienie fazowych wtasnosci rama-
nowskich pol rozproszonych najczesciej wigzato sie z pominieciem kwantowej ewolucji
pola pompujacego — przynajmniej dla dtugich czaséw ewolucji ( [24] i bibliografia tam
zamieszczona). Wyprowadzimy rozwiazanie opisujace ewolucje wszystkich elementow

macierzy gestosci pnm(vut), gdzie stopnie niediagonalnosci v i p sa dowolne. O ile
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nam wiadomo to jest pierwsze petne rozwiazanie analityczne rownan ruchu w modelu
rozpraszania ramanowskiego z uwzglednieniem ewolucji pola pompujacego. Nasze roz-
wiazanie w pelni broni sie przed zarzutami Pefiny i in. (e.g. [24] str. 195) postawionymi
wobec rozwiazan McNeila i Wallsa [88] oraz Simaana [89].

Jak zwykle przyjmujemy, ze pola: stokesowskie i pompujace sg wzajemnie niezalezne
w chwili poczatkowej T = 7. Zatem, poczatkowy rozktad pp,, (vpu7o) mozna przedstawié

w postaci sfaktoryzowanej:

prm(vpmo) = pr(v70) Py, (170).- (112)

Zdefiniujmy wspoétezynnik A jako funkcje entier [z] (tj. cze$¢ caltkowita liczby rzeczy-

wistej < z):

_|fm—=—m+1 p—v
A= [{ 5 + 1 ﬂ (113)

Sciste rozwigzanie réwnania ( 110) przy poczatkowym warunku ( 112), wyprowadzone

przez nas w uzupekieniu C, ma nastepujacag postaé¢ dla A < 0:

Prm(ViT) = [TZ:EZTV’;) ]I/Qipnu (v70) P (HT0)
x [EZH ”tlliyg)} - (114)
X zl;eXp[—f(Q)A }f![f(p) ~ fl9)™,
natomiast dla A > 0 jest rowne: h
Pam(VuT) = [mn:EZlﬂ;), }1/2{12:;/)5“(%)[)%_1(%)

e

x ;exp[—f(Q)AT] g[f(p) — f@)]™

(= 8) 3 vl i(um) (115)

I=X+1
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% m—D(m—1+ u)
A l A l

< > > e - s IT re) - r@n
a=0 ¢ =12 o

gdzie funkcja f(x) dana jest wzorem
1
flz) = 5[(n+:p)(m—m+1)+(n—|—m—|—y)(m—x—|—u—|—1]. (116)

Zamiast wspolczynnika A (113) mozna postuzy¢ sie wielkoscia zdefiniowana nastepu-

jaco

Ao A = [{m;”jﬂ;”ﬂ. (117)
Rozwiazania ( 114) i ( 115), jesli konsekwentnie stosowaé definicje A; ( 117), redukuja
si¢ do rozwigzan Simaana (45) 1 (49) wyprowadzonych w artykule [89] dla elementéw
diagonalnych macierzy gestosci (tj. v = p = 0). McNeil i Walls réwniez otrzymali
szczegblne rozwiazania rownania ( 110) dla elementéw diagonalnych macierzy p (wzory
(6.5), (6.6) i (4.14) w artykule [88]); jednak ich rozwiazania nie sa rébwnowazne wzorom
Simaana i oczywiscie nie sa szczegdlnym przypadkiem naszych rozwiazan ( 114) 1 ( 115).
Jak pokazal Simaan, autorzy pracy [88] popetnili btad algebraiczny.

Réwnania ( 114) i ( 115) doskonale nadaja sie do analizy numerycznej, niemniej

posiadaja skomplikowana postaé. To rozwiazanie réwnania ( 110) moze by¢ zapisane

w zwartej formie. Stosujac metode Malakyana [118] znajdujemy:

1/2 m
mi(m + 1] S oL (vt (o)
n!(n +v)! — " e

o) — [
y {n+l n+l+y))}1/2

118
1) (118)

~

x DY expl-flgar] [ f) - fl@

q=0
a#d}ah, 4, AL a0l
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Szczegolty wyprowadzenia przedstawiliémy w uzupetnieniu C. Operator rézniczkowy D

rzedu d zostal zdefiniowany nastepujaco

D = (-1)dHaa . (119)

Rzad d operatora ( 119) jest rowny liczbie par wzajemnie réwnych czynnikéw w iloczy-
nie wystepujacym w réwnaniu ( 118): f(q1) = f(q1), f(a2) = f(4), -, f(aa) = f(qy).
Jesli nie ma par o réwnych czynnikach, to operator Dz definicji réwna sie jednosci
(zob. uzupelnienie C). Rozwiazania ( 114), ( 115) i ( 118) uwazamy za jeden z gtéwnych
wynikéw dysertacji. To rozwiazanie opublikowaliSémy w pracy [64]. Omawiajac model
ramanowski w przyblizeniu parametrycznym (paragraf 3.1) omoéwilismy pokrétce roz-
praszanie ramanowskie typu stokesowskiego (z pominieciem antystokesowskiego) i vice
versa — rozpraszanie typu antystokesowskiego (bez uwzglednienia stokesowskiego). Dla
kompletnoéci rozwazan w uzupetnieniu D przedstawiliémy rozwigzanie réwnania fun-
damentalnego dla rozpraszania ramanowskiego typu antystokesowskiego.

Zaktadamy, ze stopien niediagonalnosci p jest nieujemny (w przeciwienstwie do v).

Niemniej ewolucja pelnej macierzy gestosci jest okreslona dzigki symetrii

IOZm(V:uT) = pn+y,m+,u,(_yy —H, T)' (12())

Zatem rozwiazania ( 114), ( 115), jak i ( 118), daja pelen opis wszystkich wtasnosci
omawianych p6l promieniowania.

Dwumodowa macierz gestosci o elementach p,,,(vu7) umozliwia wyznaczenie jed-
nomodowych macierzy o elementach p> (u7) i pZ (ut). Przyktadowo, aby wyznaczyé¢

macierz gestosci dla pola stokesowskiego, korzystamy z relacji:
Pn(r) = )Y pam(vpr). (121)
n=0 v=—n
Analogicznie liczymy pZ (ur) dla wigzki laserowej z tym, ze dla elementéw py, (vut)
o pu < 0 wlasno$é symetrii ( 120) musi by¢ uzyta. Wspomniane rozwiazania McNei-

la 1 Wallsa [88] odpowiadaja (po uwzglednieniu poprawek Simaana) jednomodowemu

rozktadowi ( 121) dla elementéw diagonalnych.

55



W rozdziale 1 podalismy definicje wielomodowych s-sparametryzowanych rozkta-
déw quasi-prawdopodobieristwa W) ({ay.}) i s-sparametryzowanych funkcji charakte-
rystycznych C®)({3,}) oraz przytoczyliémy relacje miedzy nimi dla dowolnego parame-
tru s. Podaliémy tez zaleznoéci miedzy funkcjami W ({ay.}) i C®({Bx}), a macierza
gestosci p({ax}). W tym paragrafie rozwazamy przypadek szczegdlny — pole dwumo-
dowe, tj. ({aw}) = (ar, as.a). W notacji (109), relacje (16) i (17) przyjmuja postaé:

1
prnlv) = 5 [ Wlarasa)

x (n,m|T") (ag, ag.a)n+ v, m + pyd?ard®ag 4, (122)

W(ag,asa) = D Y > > phalvp)

n=0 m=0v=—n p=—m

X (n,m|T® (ag, ag.a)|n + v,m+ ) (123)

oraz elementy macierzowe w reprezentacji fokowskiej dla p6l dwumodowych wyrazaja

sie poprzez elementy jednomodowe (19):

<na m|T(S) (aLa OéS’A>|TL +v,m+ ,LL) = <n|T(S) (OéL)|TL + V)

< (mlTO(asa)m+ ). (124)

Powyzsze rownania pokazujg rownowaznosé dwoch pozornie réznych opisow zagadnie-
nia rozpraszania ramanowskiego: z jednej strony, poprzez s-sparametryzowane rozkta-
dy quasi-prawdopodobienstwa wyznaczone z réwnania Fokkera-Plancka (w paragrafie
3.1), a z drugiej strony poprzez elementy macierzy gestosci w reprezentacji fokowskiej
obliczone z réwnania fundamentalnego w tym paragrafie.

Rozwiazania ( 114), ( 115) i ( 118) upraszczaja sie do prostych wzoréw w szczeg6l-
nych przypadkach. Na przyktad, (i) dla dlugich czaséw ewolucji, gdy wiazka laserowa
jest catkowicie ostabiona, lub (ii) gdy zatozymy, ze wiazka pompujaca jest o duzej inten-
sywnosci. W §3.2.2 oméwimy doktadnie ostatni z tych przypadkéw. Pelniejsza analize
przedstawiliémy w  [64].

Po dostatecznie dtugim czasie ewolucji, uktad przechodzi do stanu stacjonarnego

w wyniku catkowitego wyczerpania pola pompujacego. Stacjonarne rozwiazanie tatwo
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wyznaczy¢ z rozwiazan (114) i (115). Gdy 7 — o0, niezerowe elementy macierzowe
Prm(Vpoo) musza spetnia¢ warunek f(g) = 0 narzucajacy z kolei zerowanie sie q.

Zatem wnosimy, ze
Prm (i, T =00) = 0 (125)

dla n i v # 0 oraz dowolnych m i p. Wszystkie momenty liczby fotonéw i operatora

anihilacji dla pola laserowego asymptotycznie znikaja:
(i#(sc)) = 0, (1264)

(@7 (c0)) = 0, (126D)

gdy p jest wieksze od 0. Jesli zatozy¢, ze poczatkowo nie ma fotonéw stokesowskich
to zachodzi p2(0c0) = pL(07) [89], co oznacza, ze dowolne momenty liczby fotonéw
stokesowskich ( f[m(o0)]) dla 7 — oo sa réwne odpowiednim momentom liczby fotonow

laserowych (f[n(7)]) w chwili poczatkowej 7.

3.2.2 Opis w przyblizeniu parametrycznym

Pokazemy, ze $ciste rozwiazanie ( 114) redukuje sie do prostego przyblizonego wy-
razenia przy zatozeniu, ze intensywnos¢ wigzki pompujacej jest o wiele wieksza od
intensywnosci pola stokesowskiego, tj. gdy (n) > (). Procesy ostabienia pola lasero-
wego 1 wzmocnienia pola stokesowskiego ograniczaja zakres waznosci rozwigzania do
krotkich czaséow ewolucji 7 (7 < 1). Po zastosowaniu przyblizenia zauwazamy, ze e-
lementy macierzowe ppm,(vut) dla A > 0 okreslone przez ( 115) mozna pominaé. A
ponadto, rozwiazanie ( 114) dla A < 0 upraszcza sie, jesli tylko przyjaé, ze n ~ n +m.
W analizie wlasnosci opisanych przez elementy macierzowe py,, (vu17) o maltym stopniu
niediagonalnosci v (takich jak $ciesnianie kwadraturowych operatorow pola), mozemy
skorzysta¢ z uproszczenia n ~ n + v. W sytuacji, gdy chcemy okresli¢ wtasnosci fa-
zowe [132, 60, 133] (co wymaga sumowania elementéw macierzowych po v od 0 do
nieskoriczonosci) mozna zalozyé, ze fluktuacje pola laserowego sa mate w poréwna-

niu do ich éredniej wartosci, tj. (n) > /((An)?). Przy tych zatozeniach rozwiazanie
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réwnania fundamentalnego ( 110) jest réwne:

Q

[m'(m+u) 12

3 (= Dlm 1+ (127)

Prm (VIT)

l

x Y expl—n(m—q+1+pu/2)A7] [[(a—p) "

p=0
pP#q

Po zastosowaniu wzoru rozwinigcia dwumianowego otrzymujemy rozwiagzanie ( 127)
w prostszej postaci

e = E[E))] 0

1=0

X expl—n(m+ 1+ pu/2)At] py (v70) pr,—y(170), (128)
Zauwazmy, ze w szczegélnym przypadku, gdy p = 0 i v = 0, nasze rozwigzanie ( 128)
przechodzi w rozwiazanie Simaana [89]. Macierz gestosci ( 127), na mocy zwiazkow
( 243)—( 248), umozliwia wyznaczenie wartosci oczekiwanych i wariancji dla pdl sto-
kesowskiego i laserowego. Jednak w ostatnim przypadku stwierdzamy brak zaleznosci
czasowej dowolnych momentéw liczby fotonéw (f[n(7)]) przy zatozeniu, ze pole stoke-
sowskie jest poczatkowo w stanie fokowskim:

GO = S Fm)ok(0m) expl—n(mo + 1)) S (””mO) (1= ey

= > fm)pr(0m) = (f(R)). (129)

Wynik ( 129) jest stuszny dla pola stokesowskiego w dowolnym stanie fokowskim, zatem
wnioskujemy, ze wigzka pompujaca nie zmienia si¢ w czasie niezaleznie od poczatkowej
statystyki pola stokesowskiego. Po wstawieniu rozwiazania ( 128) z v = p = 0 do relacji
typu ( 121) pL (07) otrzymuje si¢ rozwigzanie w formie

P (07) Z P (7) e (070), (130)

no=0

gdzie funkcja pﬁ,’f ) (1) dla poczatkowego stanu fokowskiego |ng) wiazki laserowej wynosi:

p%LO)(T) = exp[—(m+ 1)nyAT|
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< 3 <”;) (€2 — 1) oS, (0m). (131)

1=0
Przy dodatkowym zalozeniu, Ze pole stokesowskie jest w stanie koherentnym |a)

w chwili 79, wyrazenie ( 131) mozna zsumowaé. Otrzymujemy wéwczas rozwiazanie

pﬁZO)(T) = exp[—\a!2 — noAT] (1 — e’”OAT)m
% |F [—m; 1 —Jaf? (€A — 1)’1} , (132)

gdzie 1 F} jest funkcja Kumera (zdegenerowana funkcja hipergeometryczna) [134]. Ele-

menty macierzowe p,(g(’)(ro) ( 132) opisuja superpozycje pdl koherentnego i chaotyczne-

go [24, 135]. Stanie si¢ to bardziej widoczne, gdy rozwigzanie ( 132) zapiszemy stosujac

notacje dla éredniej liczby stokesowskich fotonéw chaotycznych

(Mmer(T)) = exp(noAr) — 1, (133)
i dla éredniej liczby fotonéw koherentnych

(me(7)) = |a)? exp(noAT). (134)

Wowczas, gdy skorzystamy z definicji wielomianéw Laguerre’a L,,, rozktad ( 132) przyj-

mie standardowa postaé¢ [136, 137, 89, 24]:

T s N
(T = T G () p( T ren())

x _ )
b ( (men (1)) (1 + <mch(7)>)) ' (135)

Dla pola stokesowskiego znajdujacego sie poczatkowo w stanie prézni |0), rozwiazania

( 132) i ( 135) redukuja sie do rozktadu Bosego-Einsteina

no _ (en (7)™
0 (7) 0T G (136)

opisujacego pole chaotyczne (por. réwnanie ( 74)). Glebsza analize powyzszych rozwia-

zan przedstawimy w §4.2.2.
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4 Rozklady quasi-prawdopodobienstwa w opisie

kwantowych wlasnosci pol optycznych

W tym rozdziale oméwimy kwantowe wlasnosci promieniowania na przyktadzie mo-
delu oscylatora anharmonicznego (Sciesnianie oraz stany superpozycji) i modelu roz-
praszania ramanowskiego (Scie$nianie i statystyka sub/superpoissonwska).

Do istotnych zagadnien optyki kwantowej nalezy analiza zjawisk o sub- i super-
poissonowskej statystyce liczby fotonow, efektéow rozgrupowania fotonéw oraz analiza
Scie$niania $wiatta. Literatura poswiecona tej tematyce jest wyjatkowo obszerna. Wy-
miefnmy jedynie artykuty Cavesa i Schumaker [138, 139], Kielicha, Kozierowskiego i
Tanasia [140], Leuchsa [141], Loudona i Knighta [29], Wédkiewicza [142], Teicha i Sa-
leha [143, 42], Zaheera i Zubairy’ego [43], Grochmalickiego i Lewensteina [144], Gardi-
nera [22], a takze specjalne wydania dwu renomowanych czasopism [145, 146]. Liczne
eksperymenty [147]- [156] potwierdzily mozliwo$é¢ generacji stanéw $ciesnionych w
réznych nieliniowych procesach optycznych. Wielokrotnie takze obserwowano [157]—
[164] stany subpoissonowskie.

Subpoissonowska statystyka liczby fotonéw i/lub antykorelacje (w szczegélnosci roz-
grupowanie) fotonéw byty analizowane w réznych modelach rozpraszania ramanowskie-
go. Te zjawiska studiowali m.in.: Loudon [110], Simaan [89], Agarwal i Jha [165], Trung
i Schiitte [166], Szlachetka i Kielich [167], Szlachetka i in. [105, 168], Gupta i Mohan-
ty [112, 113], Pefina i in. [91, 92|, Ténzler i Schiitte [169], Germey i in. [93], Mohanty i
in. [114], Kréal [170], Gupta i Dash [115, 94], Ritsch i in. [171] oraz Miranowicz i Kielich
[64].

Sciesnianie pél ramanowskich badali Pefina i in. ( [98], [172]- [175]), Kérské i Pefina
[97], Levenson i in. [106] oraz Miranowicz i Kielich [64].

Sciesnienia $wiatta w modelu oscylatora anharmonicznego analizowali: Tanas i Kie-
lich [51, 52], Tanas [176, 53], Milburn [61], Kitagawa i Yamamoto [55], Gerry i Ro-
drigues [177], Gerry i Vrscay [178], Daniel i Milburn [179], Buzek [180], Pefinova i
Luks [181, 182], Pefina i in. [183], Pefinové i in. [184], Gerry [185, 186], Tanas, Mira-
nowicz i Kielich [25] oraz Mihalache i Baboiu [187].
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Bialynicka-Birula ~ [56] pokazala, ze podczas ewolucji stanéw koherentnych
Titulaera-Glaubera pojawiaja sie kwantowe superpozycje stanéw rozréznialnych ma-
kroskopowo. Pewne wtlasnosci tych stanéw okreslit Stoler [57]. Po latach ponownie
wzrosto zainteresowanie superpozycjami standéw. Badaniem generacji takich stanow
w modelu oscylatora anharmonicznego zajmowali sie Yurke i Stoler [58], Mecozzi i
Tombesi [188, 59], Kennedy i Drummond [189], Milburn i in. [61, 190], Daniel i Mil-
burn [179], Sanders [191, 192], Vourdas i Bishop [193], Averbukh i Perelman [194, 195]
Miranowicz, Tanas i Kielich [54], Tana$ i in. [60], Gantsog i Tana$ [196, 197, 198], Wer-
ner i Risken [199], Paprzycka i Tanas [200], Buzek i in. [201], Brisudové [202], Wielinga
i Sanders [203], Tara, Agarwal i Chaturvedi [204] oraz Gerry i Grobe [205]. Analize
Scisnietych standéw superpozycji przedstawili m. in. Tombesi i Mecozzi [59], Wodkiewicz

iin. [206] oraz Ortowski i in. [207].

4.1 Dyskretne superpozycje stanéw koherentnych

W tym paragrafie przedstawimy ewolucje stanow koherentnych Titulaera-Glaubera pro-
wadzaca do powstania kwantowych superpozycji stanéw rozréznialnych makroskopowo,
tzw. kotéw schrodingerowskich 2° i kocigt schrodingerowskich 2. Najwiecej uwagi po-
Swiecimy propagacji swiatta w nieliniowym osrodku kerrowskim modelowanym jako
dwufotonowy oscylator anharmoniczny. Czesé przedstawionych tu wynikéw opubliko-
waliémy w dwu artykutach [54, 60], gdzie m. in. ukazaliSmy mozliwo$é powstania nie-
parzystej superpozycji stanéw, podaliSmy jawng analityczng postaé¢ superpozycji kilku
stanow, porownalismy superpozycje stanéw w dwu modelach oscylatora anharmonicz-
nego oraz wyznaczyliSmy skonczone sumy trygonometryczne okreslajace wspotcezynniki
SUperpozycji.

Averbukh i Perelman [194, 195] ?? rozwazyli problem ewolucji pakietéw falowych

tworzonych przez wysoce wzbudzone uktady kwantowe, pokazujac mozliwosé czescio-

2ang. Schrodinger cat/catlike states [208]

2lang. [Schrodinger] kitten states [209]
2Wyniki zawarte w [194, 195] oraz nasze rezultaty [54] zostaly réwnoczesnie przedstawione na

konferencji ,,Quantum Optics II” w Ustroniu w wrzesniu 1989
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wych odrodzen poczatkowego pakietu falowego. Ich analiza zasadniczo prowadzi do
rozwazanego w dysertacji modelu oscylatora anharmonicznego. Autorzy pokazali, ze
wspotezynniki superpozycji mogg by¢ wyznaczone explicite. Podejécie Averbukha i
Perelmana zaadaptowaliSmy w pracy [60]. W tym paragrafie przedstawimy podej-
Scie macierzowe do zagadnienia reprezentacji stanéw koherentnych Titulaera-Glaubera
w postaci superpozycji stanéw koherentnych. Formalne rozwigzanie uktadu réwnan
Biatynickiej-Biruli  [56] bezposrednio prowadzi nas do sum trygonometrycznych o-
pisujacych wspoétczynniki superpozycji. Istotnym wynikiem niniejszej dysertacji jest
znalezienie zwartych analitycznie wzoréw na wspotczynniki superpozycji.

We wzorze (41) definiujacym uogélnione stany koherentne Titulaera-Glaubera wy-

stepuja czynniki fazowe 6,,. Dla dwufotonowego modelu oscylatora anharmonicznego

sg réwne
0 0 = In(n—1) dla H™ = lhrra+2? (137)
6P = 2 dla H? = Ihn(a*a)®

gdzie obok 6" dla hamiltonianu (33c) w postaci normalnej, podalismy faze 659 dla
hamiltonianu ,kwadratowego”. Te dwa hamiltoniany oddzialywania r6znia sie od sie-
bie o czton postaci %h/«;d*d, ktory moze by¢ dotaczony do hamiltonianu swobodnego
Hy (33b) poprzez odpowiednia zmiane czestosci oscylatora. To dodatkowe przesunie-
cie fazy moze mie¢ pewne znaczenie w zjawiskach czutych na faze (np. w $ciesnianiu
swiatta [53]), szczegblnie w przypadku stosowania detekeji homodynowej, gdzie czesto-
tliwos¢ oscylatora lokalnego jest w istocie czestodcig swobodnych oscylacji. Poréwnanie
mozliwosci $ciesniania Swiatta w tych modelach oscylatora anharmonicznego przed-
stawil Tana$ [53]. Zwiagzek miedzy superpozycjami standéw koherentnych w modelach
opisanych hamiltonianami H I(Sq) i H}n) analizowalismy w artykule [54]. Sumy trygo-
nometryczne opisujace wspotczynniki superpozycji ¢, podamy dla dowolnych stanow
koherentnych Titulaera-Glaubera (w szczegdlnoscei stanéw oscylator6w anharmonicz-
nych Hl(sq) iH I(n)) Zwarte analitycznie wzory okreslajace ¢ (dla dowolnych ki N) oraz
kilka przyktadéw superpozycji stanéw koherentnych dla N=1,2,3,4,6 podamy wytacz-

nie dla ,kwadratowego” hamiltonianu HI(S). Taki wybér modelu umozliwi bezposrednie
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poréwnanie naszych wynikow z wzorami przedstawionymi przez innych autoréw, m.
in.: Stolera [57], Yurke’go i Stolera [58], Tombesi'ego i Mecozzi’ego [59], Milburna i
in. [61, 190, 179], Sandersa [191], Averbukha i Perelmana [194, 195] Buzka i in. [201].

) jest trywialne dzieki

Oczywiscie przejscie do odpowiadajacych wzoréw dla modelu H }n

relacjom (190) i (191). Do tego zagadnienia powrdcimy w tym paragrafie.
Biatynicka-Birula [56] pokazala, ze przy okreslonym warunku okresowosci, stany

koherentne Titulaera-Glaubera (41) moga by¢ przedstawione w postaci dyskretnej

superpozycji stanéow koherentnych. Ogélnie méwiac, jesli czynniki fazowe 6,, spetniaja

warunek periodycznosci dla pewnej liczby naturalnej N:

v V. exp(ibpin) = exp(ify), (138)

to stan (41) moze byé¢ przedstawiony w postaci dyskretnej superpozycji N stanéw

koherentnych [56]

N-1 N
oo, 7= M/NT) = Y cxlexp(iop)a) = Y cxl expligp)an) (139)
k=0 k=1

Problem sprowadza sie do okreslenia faz ¢ i wspoétczynnikéw ci. Przy odpowiednim

wyborze chwili (drogi) ewolucji

M M
A s 14
4 N "N (140)

warunek periodycznosci (138) jest spetniony i superpozycja (139) moze by¢ bezpo-

srednio wyznaczona ze wzoru

2
bp = ka k=0,.,N—1, (141)

natomiast wspotczynniki ¢, nalezy wyznaczy¢ z uktadu N liniowych niejednorodnych

rownan z niezerowym wyznacznikiem. Zapiszemy ten uktad w postaci macierzowej

A-c = b, (142)

63



gdzie

1 1 1
I\ AN-1
A= 1 % .o,
1oAYt AN
b = [exp(iby), exp(iby), ..., exp(ify_1)]" ,
c = [Co, Cly «oey CN_l]T.
Warunki normalizacji maja postac:
e[ = 1,
Ib| = N.
Dla prostoty wprowadziliSmy oznaczenie
)\k = ei¢k.

W poréwnaniu do uktadu réwnan zamieszczonego w pracy Biatynickiej-Biruli

(143a)

(143b)

(143c¢)

(144a)

(144D)

(145)

[56]7

zmieniliémy numeracje ¢y, ..., cy na ¢, ..., cy_1. Uklad réwnan (142) rozwiazaliSmy w

kilku szczegélnych przypadkach (dla N = 1,2,3,4) w pracy [54]. Averbukh i Perel-

man podali ogélne rozwigzanie analogicznego uktadu réwnan [194, 195]. Ich metode

zaadaptowalismy w artykule [60]. Przedstawimy teraz podejscie macierzowe do proble-

mu. Znajdziemy ogdlne rozwiazanie uktadu (142) dla dowolnego N stosujac twierdze-

nie Kroneckera-Capelliego. Korzystajac z (145), macierz A mozna zapisaé w postaci

symetrycznej:
1 1
1 A
A=11 X

(146)



dla ktérej macierz odwrotna ma postaé

1
ATl = A 14
v (147)

Ostateczny wzér na wspotezynniki superpozycji ¢, po podstawieniu do

c = A'.b, (148)
ma postac
| Nl
& = exp(if;) A}

1=0

L3 ['2” (MF uq)} (149)

= =) exp|i— (Mf; - ;
N = N

gdzie wprowadziliémy oznaczenie

) A==
fi= f _ p : (150)

Uogdlnienie rozwiazania (149) na przypadek ewolucji pola w modelu m-fotonowego
(m > 2) oscylatora anharmonicznego sprowadza sie do zastapienia czynnikow fazowych
0, (137)1 f; (150) przez:
fW =i = =1 (l—=m+1) da H™ ~ atmam

fi=2/70, = (151)
Fo0 = m dla HS ~ (ata)™

Pelng analize dyskretnych superpozycji stanow koherentnych w takim modelu oscyla-
tora anharmonicznego przedstawili Paprzycka i Tanas [200].

Skoniczone sumy trygonometryczne okreslajace wspotezynniki superpozycji ¢ (149)
sa rozwigzaniem uktadu rownan (142). Jednak nasuwa si¢ pytanie, czy nie mozna su-
my (149) przedstawi¢ w zwartej postaci analitycznej? Zastanéwmy sie wpierw nad
zagadnieniem uproszczenia wyjsciowego uktadu réwnan. Ograniczymy nasze rozwaza-
nia wytacznie do wersji ,kwadratowe;j” Hj(vsq) modelu oscylatora anharmonicznego i dla
przejrzystosci zapisu pominiemy gérny wskaznik (sq). Relacje (190) i (191) umozliwia

zapisanie naszych wzoréw dla ,normalnej” wersji modelu.
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Rozwazmy symetri¢ uktadu rownan (142) i rozwiazan (149) w trzech przypadkach:
(i) N=1 (mod 2); (ii) N=2 (mod 4); oraz (iii) N=0 (mod 4). Wszedzie zakladamy,
ze M i N sa wzajemnie pierwsze. W przeciwnym razie, M i N nalezy zastapi¢ przez
M' = M/ui N =n/u, gdzie pu jest najwigkszym wspélnym podzielnikiem.

(i) Gdy N jest nieparzyste uktad réwnan (142) ma postaé¢ (co = cn):

N
2
S aexping,) = exp(ib) = exp (i%fn> n=01.,N-1, (152)

k=1
gdzie fazy ¢y zdefiniowano wzorem (141). Przy odpowiednim wyborze czasu (drogi)
ewolucji, zauwazamy dodatkowa symetrie umozliwiajaca nam zmniejszenie liczby réw-
nan (142) koniecznej do wyznaczenia wszystkich wspotezynnikéw ci. Korzystajac z

relacji
exp(ily_,) = exp(ib,), (153)
zauwazamy, ze zachodzi
CN—k = Ck, (154)

co oznacza, ze liczbe rownan mozna zredukowaé do %(N — 1) + 1. Dla nieparzystego
N otrzymujemy superpozycje N stanéw koherentnych o amplitudach spekiajacych
warunek |oy| = |ag].

Gdy N jest liczba parzysta, zachodza nastepujace relacje:

exp(ilninn) = (—1)"%exp(if,), (155)

exp(ifn/on) = (—1)"%exp(if,). (156)

Podstawmy wzér (155) do (152). Staje sie wowczas jasne, ze dla parzystych (albo
nieparzystych) N/2 znikaja wspotezynniki ¢, o nieparzystych (albo parzystych) wskaz-
nikach k. Ta symetria pozwala zredukowaé liczbe réwnan (142) o potowe. Zamiast N
réwnan w ogblnym przypadku, wystarcza jedynie N/2 réwnan, co oczywiscie odpowia-

da superpozycji tylko N/2 stanéw koherentnych. Otrzymujemy:
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(ii) Dla N =2 (mod 4) mamy
o = 2m(2k+1)/N k=02.,N/2-1, (157)
N/2-1

Z Copy1exp(ingy) = exp(if,) n=20,1,.,N/2—1. (158)
k=0

Jesli skorzystaé z (156), to tatwo zauwazy¢ nastepujaca relacje miedzy wspotezynnikami

CN—(2k+1) = C2k+1, (159>

co redukuje liczbe réwnai do [3(3N — 1) +1].
(iii) Dla N = 0 (mod 4) zachodzi

or = 2m(2k/N)  k =0,2,..,N/2—1, (160)
N/2—1
> cuexplingy) = exp(if,) n=01,.,N/2-1. (161)
k=0

Po raz kolejny relacja (156) prowadzi do zaleznosci

CN—2k = C2k; (162)

co pozwala zmniejszy¢ liczbe réwnan do (}lN +1).

Oczywiscie, wspoOtczynniki cop_1 1 ¢9p mozna inaczej ponumerowaé. Jednak zacho-
wamy powyzsza notacje w celu zaznaczenia symetrii wspotczynnikéw superpozycji.

Powyzsze wnioski, dotyczace uktadu réwnan (142), odgrywaja zasadnicza role przy
analizowaniu zagadnienia dyskretnych superpozycji stanow. Jak réwniez wida¢ ze wzo-
réw (141) i (157), superpozycje powiedzmy trzech standéw pojawiaja sie zaréwno dla
N =3, jak i N = 6. To sa jednak rézne stany. Z poréwnania zwiazkéw (141) i (157)
wynika, ze fazy tych dwu superpozycji réznia sie o 7/3, co oznacza wzajemna symetrie
wzgledem osi Ima.

Liczba sktadnikéw superpozycji zalezy od utamka okresu ewolucji. Jesli utamek o-
kresu jest rowny M /N (przy zalozeniu, ze M i N sg wzajemnie pierwsze), liczba sktad-

nikow wynosi N dla N nieparzystego oraz N/2 dla N parzystego. Jak juz wspomniano,

67



gdy utamek M /N mozna uproscié¢, to powyzsze reguly nalezy zastosowaé do utamka
zredukowanego. Inne wtasnosci symetrii wspotczynnikow ¢ tez mozna wydedukowac
z uktadu réwnan (142) i/lub z rozwiazan (149). Dla jednoznacznosci zapisu wpro-
wadzmy explicite argumenty wspotezynnikéw ci (M, N) okreslajace moment 7 = %T.
Otrzymalidémy nastepujace ogolne relacje opisujace proces tworzenia sie dyskretnych

superpozycji stanéow koherentnych podczas ewolucji oscylatora anharmonicznego:

Ck(Af,fJ) = CN—k(Afvﬁv) (163>
cx(M,N) = ci(N—M,N) (164)
ck(M,N) = cu(kM,kN) (165)
ck(M,N) = Cyion(N—2M,2N) (166)
(N =1)/2,N) = cyig(1,2N), (167)
M
ck(M,N,) = (F) co(1, Ny), (168)
P
gdzie wprowadziliémy symbol Legendre’a
M 1 jedli 3,, M =m?(mod N
(_) _ j ( ) (169)
N —1 w przeciwnym przypadku

oraz

ck(M,N) = %Zexp (i27rl2M/N) exp [—iQTI'M/N (%) ]

— (M, N) exp [—i27rM/N (%)2] , (170)

jesli jest spetniony warunek 2M[k/(2M)] = k.
Na mocy relacji (163)— (170) mozna m. in. wyznaczy¢ cx(M, N) znajac jedynie
wspOtezynniki ¢, (M = 1, N). Zauwazamy réwniez, ze dla wzglednie pierwszych liczb

catkowitych M i N, modul |¢x| moze przyjaé jedna z trzech wartosci:

1 2
|ex(M, N)|, Jeo(1, N)| € {\/_N \/; 0}- (171)
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W celu wyliczenia sum trygonometrycznych (149) (dla f(I) = [?) skorzystajmy z
wlasnosci (163)— (165), a takze nastepujacych zwiazkow:

5k (mod 2),0 5N (mod 4),0 + 5k (mod 2),1 5N (mod4),2 = (5k,even (5N/2,even + 6k,odd 6N/2,odd
= ON/2.k (mod?2) (172)
oraz [210]:
N N
> expi2m f(al +b) M/N] = Y expli2r f(I) M/N], (173)
=1 =1

gdzie b jest liczba catkowita i (a, N) = 1. Po do§¢ zmudnych obliczeniach otrzymujemy
dla nieparzystych N:

. 1 LT 2 . T 2
cp = \/—Nexp {lg(N— 1) _1ﬁ(N51,k(mod2) - k) } (174)

oraz dla parzystych N:

/2 LT
C. = N exp {lm(N — 2k2)} (SN/Q,]C (mod 2)- (175)

Analitycznie zwarte wzory (174)— (175), opisujace wspoétczynniki superpozycji
stan6w koherentnych powstajacych podczas ewolucji oscylatora anharmonicznego (z
normalnie uporzadkowanym hamiltonianem) sa rozwiazaniem problemu postawionego
przez Sandersa [192]. Podobne rozwiazanie, niezaleznie od nas, znalezli Paprzycka i
Tanas [200]. Analitycznie zwarte relacje dla superpozycji w m-fotonowym oscylatorze
anharmonicznym (gdy m > 2) jest problemem o wiele trudniejszym i nie rozwigza-
nym nawet w szczegdlnym przypadku, gdy £k = 01i M = 1 (vide monografia Korobova
[210]).

Zauwazmy, ze dla k = 0, sumy trygonometryczne (149) przy f(I) = [? redukuja sie

do sum Gaussa, zatem wzory (174)1i (138) mozna zapisa¢ w postaci (vide e.g. [210]):

SN edli N =1 (mod 2)
c = | H(1+i) jesli N=0(modd) (176)
0 jesli N = 2 (mod4)

69



Dobrymi reprezentacjami superpozycji stanéw sa sparametryzowane rozklady
quast-prawdopodobienstwa W(S)(a). Aby wyznaczy¢ te rozklady mozna skorzystaé z
naszych wzoréw (42) lub (45) podanych w paragrafie 2.2 dla oscylatora anharmonicz-
nego w dowolnej chwili 7. W szczego6lnosci dla funkeji () mozna postuzy¢ sie uproszczo-
nymi wzorami (43) lub (46). Powyzsze zwiazki umozliwiaja numeryczne wyznaczenie
rozktadéw W) (a) (przy s < 1). Jednak z punktu widzenia interpretacji dogodnie jest
znalezé inna postaé rozkladow (42) i (45) oraz (43) i (46) w chwili 7 = M/NT.
Zaleznosci powinny uwzglednia¢ fakt, ze stan koherentny Titulaera-Glaubera jest dys-
kretng superpozycja glauberowskich stanéw koherentnych (139). Rozktad W) () roz-
dzieliliSmy na sume niezaburzonych funkcji gaussowskich oraz sume opisujaca cztony

interferencyjne:

W () = W (a) + W), (177)

wnt

gdzie
N-1

(s) — 2 2 2 i |2
WO (OC,M/N T) = :kz;|€k| exp{—:’a—e kOéo‘ }, (178)

N-1
s 2
Winlla, M/NT) = =3 "eil |l

k,1=0

k#l
1 i 2 ) 2
X expy =T (|a —e ka0| + o — e g > (179)
-5
1+s .
X COS {fyk — v+ 1—_8|a0‘2 sin(¢r — @)
4 _
+ :\Oz\ lag| cos <¢k —; ¢ + 6y — 9> sin <¢k 5 ¢l) } .
We wzorze (179) stosowaliSmy notacje:
e = |ox|exp(ive), (180a)
a = |aofexp(if), ap = |ao|exp(iby). (180b)

W szczegélnym przypadku, dla funkeji @ (s = —1) wzory (178)— (179) upraszczaja sie

odpowiednio do:

W ar) = D lerlPexp {— o — eao['} (181)
k
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- 1 - 2 1 - 2
W( 1) , — 2 _ _ ik _ N Lo7] 182
o (ayT) gkl lex| Jar| exp 5 ‘oz e ao} 5 ‘oz e a0| (182)

k>1

X cos {% — v+ 2|al || cos (¢k ;_ i + 6y — 0) sin (@) } :

W wyprowadzeniu wzoréw (177)— (182) skorzystalismy z (139). W cztonach interfe-

rencyjnych Wl(,jz (179) i (182) pojawiaja sie liczne maksima na skutek oscylacji funkcji
cosinus. Czynnik wykltadniczy w (179) 1 (182) zmniejsza amplitudy tych wierzchotkow
szczegolnie wtedy, gdy stany k i [ sg dobrze rozdzielone. Termin ,dobrze rozdzielony”
uzylismy w znaczeniu (Ja|? [exp(igr) — exp(igy)] > 1). W dalszej czesci tego paragrafu
przedstawimy jeszcze jedno kryterium dobrego rozdzielenia stanéw superpozycji. W
rozkladzie Wi(,:tl)(oz, MT) (182) nie wystepuje wyrazenie proporcjonalne do |ag|? co
powoduje, ze wptyw cztonéw interferencyjnych w funkcji ) jest najmniejszy w porow-
naniu do pozostatych s-sparametryzowanych rozktadow W(S)(a, %T ). Na przyktad,
czlony interferencyjne funkcji Wignera Wi(,?z(oz,T /4) dla superpozycji dwu stanéw o
ag = 2, majg amplitudy o wiele wieksze niz wtasciwe wierzchotki gaussowskie opisane
przez Wéo)(&, T/4). Przy wigkszym «y, struktura o dwu wierzchotkach staje si¢ bar-
dziej widoczna. Z uwagi na maty czytelnosé wykreséw funkcji Wignera dla superpozycji
stanéw o malym g, zdecydowaliSmy sie wytacznie na wykresy funkeji @ (rys. 2-5).
Analizujac wzory (178)— (179), lub (181)- (182) tatwo zauwazy¢, ze maksima
rozktadow quasi-prawdopodobienstwa pojawiajag sie dla 6 = 6y + ¢r. Pokazemy dla
superpozycji stanow koherentnych, ze sparametryzowane rozktady fazowe (vide rozdziat
7), jak réwniez rozktady fazowe Pegga-Barnetta (§7.2) osiagaja maksima takze dla
0 = 0y + ¢r. To oznacza, ze dla dobrze rozdzielonych stanéw (tj. gdy mozna zaniedbaé
czlony interferencyjne) powyzsze rozktady maja te sama symetrie rotacyjna.
Wszystkie przyktady przedstawione na wykresach wyznaczyliSmy numerycznie ko-
rzystajac ze wzoréw (182) lub (46). W pozostatych rozdziatach dysertacji przedsta-
wiliSmy wykresy rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa dla wersji ,normalnej” modelu
oscylatora anharmonicznego. W celu zachowania spojnosci rozwazan, wyniki otrzyma-

ne w tym paragrafie przedstawimy na wykresach dla tegoz modelu.

Szczegdlne przypadki superpozycji o N=2,3,4 sktadnikach podajemy dla modelu
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HI("). Gdy N = 2, pozostaje w superpozycji tylko jeden stan koherentny, ktéry zgodnie
z (149) jest réwny:

lag, T/2) = |ag,2m) = |exp(im)ag) = | — o). (183)
Gdy N = 4, liczba sktadnikow superpozycji jest réwna dwa:

00, T/ = Jao, 1) = —(exp(—in/4)] — ag) + explir/4)|as)).  (184)

V2

Réwnania (183) i (184) zostaly podane przez Yurke'go i Stolera [58] w analizie pro-
blemu generacji superpozycji stanéow rozréznialnych makroskopowo. Wyniki te byty
wielokrotnie cytowane, m. in. przez Tombesi’ego i Mecozzi’ego [59], Daniela i Milbur-
na [179], Milburna i in. [190], Sandersa [191], Buzka i in. [201]. W literaturze jest
stosowany termin ,stan koherentny Yurke’go—Stolera” na okreslenie stanu (184) (np.
[201]).

W chwili 7 = 37'/4 otrzymujemy stan podobny do (184), ale ze wspétczynnikami,
ktore sa sprzezone w sposob zespolony.

Gdy N = 3, otrzymujemy nastepujaca superpozycje

lag, T/3) = |, 4m/3) = %(exp(—iw/Gﬂexp(iZw/i’))ao)

+ exp(—in/6)| exp(—i27/3)ap) + ilag))  (185)

oraz dla 7 = 2T'/3 otrzymujemy stan o wspotczynnikach sprzezonych.
Dla N = 6, mamy

lag, T'/6) = |, 2m/3) = %(exp(iw/6)|exp(i7r/3)ao>

+ exp(im/6)| exp(—in/3)ag) — i| — 040>>. (186)

Stan (186) dla 7 = %T rézni sig¢ od (185) powstajacego w chwili 7 = %T = %T.
Gdy N = 8, otrzymujemy
1 . :
|, T/8) = |ag,7/2) = 5(exp(17r/4)\ao> + |icg)
— exp(im/4)| — ao) + | — iag)), (187)
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a9, 3T/8) = |ag, 37/2) = %(—exp(—iﬂ/él)\&o)—l—\iao)

+exp(—in/4)| — ag) + | — iag)). (188)

Wyniki  (187) i (188) sa o tyle interesujace, iz odpowiadaja wykresom rozktadu
quasi-prawdopodobienstwa Q(«, 7) (gdy ap = 2.0) otrzymanym przez Milburna [61].
Na rysunkach Milburna sg widoczne cztery gaussowskie wierzchotki QPD. Struktury
o dwu wierzchotkach, odpowiadajace stanom koherentnym Yurke’go-Stolera (184), sa
rowniez widoczne na wykresach Milburna. Wiedzac o superpozycji standéw, mozemy
z tatwoscig podadé interpretacje wielowierzchotkowych funkcji (), a w ogdlnosci spara-
metryzowanych rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa. Funkcja () ma cztery maksima,
gdyz reprezentuje stan superpozycji czterech stanéw koherentnych. To stwierdzenie jest
stuszne, gdy sktadniki superpozycji sa odpowiednio od siebie rozdzielone tak, ze cztony
interferencyjne sa do pominigcia. Powstaje pytanie: kiedy sktadniki superpozycji moz-
na uwazaé za dobrze rozdzielone? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie musimy pamietac,
ze gaussowskie rozktady prawdopodobienstwa majg skonczong szerokosé. Zalézmy w
sposob do$¢ dowolny, ze stany sa dobrze rozdzielone jesli odlegltos¢ miedzy ich gaus-
sowskimi wierzchotkami w ptaszczyznie zespolonej « jest rowna $rednicy przekroju
uzyskanego z przecigcia funkcji gaussowskiej w 0.1 jej wysokosci. Wowczas $rednica
moze byé oszacowana przez 2v/In 10 ~ 3.03. Z drugiej strony, dla wszystkich stanéw
koherentnych wchodzacych w sktad superpozycji, zachodzi |ay| = |ag|. To oznacza,
ze wszystkie funkcje gaussowskie reprezentujace takie stany sg réwnomiernie roztozone
na okregu o promieniu |ag| w plaszczyznie zespolonej a. Zatem, maksymalna liczba
Nynaz dobrze rozdzielonych funkeji gaussowskich dla danego || moze by¢ nastepujaco

oszacowana:
Npaz =~ 27|ao|/[2VIn10] = 2.07|ayp]. (189)

Z takiego oszacowania dla |ag| = 2 otrzymujemy maksymalnie cztery dobrze rozdzielo-
ne wierzchotki w rozktadzie quasi-prawdopodobienstwa. Oto wlasnie cztery wierzchotki
otrzymane przez Milburna [61]. W odpowiednio dobranej chwili 7 mozna rozpoznaé

struktury QPD o pigciu, a nawet szeSciu wierzchotkach. Jednak sktadowe funkcje gaus-
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sowskie nie sa woéwczas dobrze rozdzielone, a ich ksztalty sa znaczaco zmienione przez
cztony interferencyjne. Podkreslmy, ze wptyw cztonéw interferencyjnych jest najmniej-
szy dla funkcji @ (s = —1) i wzrasta wraz z s. W przypadku funkeji Wignera o |ag| = 2
superpozycja nawet dwu stanoéw koherentnych jest trudna do zidentyfikowania. Zwiek-
szajac |ag) mozna wytworzy¢ dowolna liczbe dobrze rozdzielonych funkcji gaussowskich
W) (a). Widzimy, ze kryterium (189) (dla przekrojow w 1/10 wysokosci wierzchotkéw)
najlepiej opisuje separowalnosé¢ sktadnikow superpozycji dla funkcji Q. Aby zapropo-
nowa¢ analogiczne kryterium dla dowolnie s-sparametryzowanych rozkladow, nalezy
wysokos¢ przekrojow wyrazié jako funkcje s.

Na rys. 2 przedstawiliémy dwa przyktady funkcji @) dla superpozycji kilku stanow
koherentnych. Na pierwszym z rysunkow widoczne sg cztery funkcje gaussowskie dla
przypadku rozwazanego przez Milburna [61] dla o = 2. Na drugim, przedstawiliSmy
osiem funkcji gaussowskich w przypadku, gdy ay = 4. Zgodnie z naszym oszacowaniem
(189) sa to maksymalne liczby dobrze rozdzielonych stanéw koherentnych odpowiednio
dla ap = 21 4. W obu przypadkach otrzymaliémy funkcje o regularnych ksztattach, co
jest potwierdzeniem tworzenia sie stanéw superpozycji o okreslonej liczbie sktadnikow.
Wykresy przedstawilismy w tej samej skali, aby podkresli¢ réznice.

Na rys. 3 wykresliliSmy funkcje () dla dyskretnej superpozycji N=1-8 stanow ko-
herentnych, gdy ap = 2.0 (6p = 0) w wersji ,normalnej” modelu oscylatora anhar-
monicznego. Bedziemy zaktadaé, ze faza 6, poczatkowego stanu koherentnego «y jest
zawsze zerem. Na rys. 4 przedstawiliSmy przekroje funkcji () w potowie ich wyso-
kosci dla tych samych przypadkéw co na rys. 3, gdy ap = 2.0. Liniami ciggltymi
zaznaczyliSmy przekroje odpowiadajace doktadnym wartosciom funkeji () — wyznaczo-
nym z (177) z uwzglednieniem czlonéw interferencyjnych. Liniami przerywanymi sa
zaznaczone wyniki odpowiadajgce powyzszym, ale otrzymane z przyblizonego wzoru
(182) na Q. Dla maksymalnej liczby dobrze rozdzielonych wierzchotkéw N, = 4
(gdy |ap| = 2) przekroje nie sa regularnymi kotami, tak jak dla niezaleznych funkcji
gaussowskich. Jednak struktura o wyraznie zaznaczonych czterech wierzchotkach jest

widoczna. Im mniejsza liczba wierzchotkow tym wieksze rozdzielenie standéw, i tym
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s i
i

Rys. 2:
Funkcja Q(a) dla superpozycji maksymalnej liczby dobrze rozdzielonych
stanéw koherentnych: (i) dla a = 2 (N=4 stany) oraz (ii) dla a = 4 (N=8
stan6w). Wykresy przedstawione w tej samej skali.
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samym bardziej regularna funkcja (). W miare uptywu czasu 7 pojawiaja si¢ struk-
tury o roznej liczbie wierzchotkow, ktére reprezentuja stany superpozycji okreslone
wyrazeniami (139), lub konkretnie (183)- (188). Przedstawili$my ciag wykresow dla
T =2n/8, 2w /7, 2r/6, 2r/5, 27 /4, 27/3, 2w /2, 2w. Zidentyfikowanie struktur funk-
¢ji Q, odpowiadajacym okreslonym stanom superpozycji, jest oczywiste.

Jak widaé na rys. 4, gaussowskie wyrazenia Qg (182) catkiem dobrze odtwarzaja
doktadne wartosci funkeji (). Wyjatkowa zgodnos¢ uzyskujemy dla dobrze rozdzielo-
nych wierzchotkow (N = 1,2,3,4). Na rys. 3 ukazaliSmy rosnaca role cztonéw inter-
ferencyjnych. Szczegdlnie jest to widoczne, gdy liczba stanow jest wieksza od Nqz-
Ztamana zostaje symetria rotacyjna przekrojow funkcji ). Zaznaczamy, ze przekroje
funkcji Qo przedstawiliémy w potowie maksymalnej wysokosci @) (a nie ()y). Dlatego
moze si¢ zdarzy¢ dla pewnych wartosci 7 (np. 7 < 27/8, gdy cztony interferencyjne
Qint dominuja), ze przekroje funkcji Qo staja sie niewidoczne.

Na rys. 5 przedstawiliSmy przekroje funkcji () i Q9 w potowie maksymalnej wyso-
kosci () dla ,normalnej” wersji modelu, gdy ay = 4.0. Po raz kolejny, struktura o mak-
symalnej liczbie dobrze rozdzielonych wierzchotkéow, ktéra w tym przypadku wynosi
N = 8, wykazuje pewna nieregularnosé. Jesli liczba wierzchotkéw maleje, struktury
staja si¢ coraz bardziej regularne. Wtasciwie dla N < 8 nie sa widoczne zadne réznice
miedzy doktadng funkcja @, a jej wartoscia przyblizona (. Wykresy otrzymaliSmy
odpowiednio dla 7 = 27/8, 27/6, 27/5, 2w /3. Wybralismy przyktadowo dwie struk-
tury z parzysta liczba wierzchotkéw i dwie z nieparzysta. Zwracamy uwage, ze rys. 4
i 5 przedstawiliémy w réznych skalach. Promien okregu, wokot ktorego sa rozmiesz-
czone wierzchotki na rys. 4, jest dwa razy mniejszy niz promien na rys. 5. Z drugiej
strony, wspotczynniki superpozycji N stanéw okreslaja wysokos¢ odpowiadajacych im
wierzchotkéw zgodnie z |cx] = 1/+v/N. Oznacza to, ze wysokoéci wierzchotkéw sa N
razy mniejsze niz dla funkcji gaussowskiej reprezentujacej pojedynczy stan koherentny.
Jedli poczatkowa liczba fotonéw |ap|? staje sie duza to maksymalna liczba dobrze roz-
dzielonych stanéw N,,., ro$nie, ale amplitudy ¢, takich stanéw malejg. Ta zaleznosé

jest dobrze widoczna na rysunkach 2, gdzie zachowaliSmy te sama skale dla ag=21 4.
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T=21/3 T=2m/4
47 0 ‘ 4 47 0 ‘ 4
4 4
ot ot
T=21/6
47 e 0 ‘ 4
4 4
ot ot
T=211/8
7 47 ‘ 0 ‘ 7

Rys. 4:

Przekroje funkcji @ i QQy w plaszczyznie zespolonej « dla superpozycji
N=1-8 stanéw koherentnych. Linie ciggte odpowiadaja doktadnym warto-
Sciom funkcji ), natomiast linie przerywane odpowiadaja funkcji Qg. Przy-
jelismy, ze 6y = 01 |ag| = 2.
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S 2 2 6

QT:2ﬂ/6 | 27T/8
°s -2 2 & “% T =2 2 s

Rys. b:

Przekroje funkcji Q) i Qo9 w plaszczyznie zespolonej « dla przyktadowych
superpozycji N=3,5,6,8 stanéw koherentnych, gdy oy = 4. Oznaczenia takie
jak na rys. 4.
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W tym paragrafie podaliSmy szereg zaleznosci (wzory na wspétezynniki ¢, w po-
staci analitycznie zwartej, jawng posta¢ stanéw Titulaera-Glaubera dla kilku warto-
Sci 7 oraz wlasnosci symetrii) wylacznie dla wersji kwadratowej” modelu oscylatora
anharmonicznego. Istotng kwestig jest zatem okreslenie zwigzku miedzy wspotczynni-
kami superpozycji dla wersji ,kwadratowej” (H}")) i wersji normalnie uporzadkowanej

(Hl(sq)) modelu oscylatora anharmonicznego. Proste pogrupowanie wyrazéw w rozwia-

zaniu (149) z uwzglednieniem (149) prowadzi do

" o= (190)

gdzie M + k (mod N). Zatem mozna by powiedzie¢, ze réznice miedzy modelami H}n) i
H I(SQ) sg trywialne. Jednak pragniemy zwroci¢ uwage na fakt, ze okresy ewolucji w tych
modelach sg rézne. Jak juz zaznaczylismy, T©? wynosi 47 (n? moze przyjmowaé war-
tosci parzyste i nieparzyste), podczas gdy okres T jest o polowe mniejszy, poniewaz
n(n — 1) jest zawsze parzyste. Interesujace nastepstwa takiej degeneracji hamiltonianu
HI(") badali ostatnio Leonski i Tanas [211]. My zwr6cimy uwage na inny fakt. Wzor
(137) mozna zapisa¢ jako #) = 609 — 17n_ Jedli ten zwigzek podstawi¢ do (41), to
staje sie oczywiste, ze stany superpozycji powstajace w wersji normalnie uporzadko-
wanej wymagaja dodatkowej fazy ¢ = —%7’. Zatem, aby otrzymacé wzory okreslajace
stany superpozycji w tej wersji modelu, nalezy jedynie zastapié¢ faze ¢y przez (¢ — %7’)
we wzorach dla wersji ,kwadratowej”. W geometrycznym sensie ta zmiana oznacza ob-
rét rozkladéw quasi-prawdopodobienstwa (reprezentujacych takie superpozycje) o kat
o= %T w plaszczyznie a bez zmiany ksztattu. Taki obrét moze oczywiscie zmieni¢ w
zasadniczy sposob ewolucje rozktadow quasi-prawdopodobienstwa. Na przyktad, QPD
reprezentujaca stan (183) jest funkcja gaussowska o maksimum w punkcie (—ayp), a
po obrocie o 7 staje sie funkcjg o srodku w punkcie «q, tj. w poczatkowym punkcie.
Nie powstanie nigdy pojedyncza funkcja gaussowska o wierzchotku w punkcie (—agp) w
przypadku normalnie uporzadkowanej wersji modelu. To jest ogélna zasada zwigzana

z faktem, ze okres dla wersji normalnie uporzadkowanej jest potowa okresu dla wersji

Lkwadratowe;j”.
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Reasumujac mozemy zapisac:

oo, 7Y™ = 3" el [explien) o)
k

= > el lexp(ion) a) (191)

k
= Z " | exp(iy — iT/2) o).
K

Stany koherentne Titulaera-Glaubera (41) tworza dyskretna superpozycje glau-
berowskich stanéw koherentnych w dowolnej chwili 7 bedacej wymiernym utamkiem
okresu T (% € Q). Na zakonczenie tego paragrafu podkreslmy, ze stany (41) zawsze
(% € R) moga by¢ przedstawione w postaci ciagtej superpozycji stanéw koherentnych

leia) [56] (takze [212, 213, 214]):

20,7) = 5= [ 46£6) leaul, (192)
gdzie
f@) = ) expli(f, — no)| (193)

jest uogodlniona transformata Fouriera w postaci dystrybucji Diraca.

4.2 Statystyka liczby fotonéw oraz ScieSnianie Swiatla

We wstepie przedstawimy kilka definicji i podstawowych wzoréow opisujacych statystyke
liczby fotonéw, $cieénianie oraz Sciesnianie w osiach gtéwnych.
Rozpoczniemy analize statystyki liczby obsadzen od definicji rozktadu prawdopodo-

bienstwa p(n) znalezienia n fotonéw w polu k-modowym w danej objetosci V' w chwili ¢:

p(n) = > {mt pH{ne}) 6,5 (194)
{nx}

gdzie n, = |ag|*>. Mandel [215, 216] sformulowal twierdzenie o fotodetekcji wiazace

ciagty rozktad intensywnoéci W) (W, t) z dyskretnym rozktadem zliczeri fotonéw p(n).
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Integralng intensywno$¢ W definiuje sie jako srednig wartos¢ operatora liczby fotonow

w stanach koherentnych:
W= {adal{ar}) =Y lal. (195)
k

Uogélnione réwnanie fotodetekcji dla sparametryzowanego rozktadu W ({ay},t) po-

damy za Pefing i Horakiem [217, 24]:
9 \M

= 5)
p(n) (1+s) (1+s) /W (o)
4

2 M-1

-5 L
8 eXp( 1454 |O"“’) " (1

— g2 Z ’O‘k‘2> d*{ay/7}, (196)

gdzie LM~=1(z) jest uogdlnionym wielomianem Laguerre’a. Réwnie dobrze mozna zapi-
sa¢ réwnanie ( 196) dla sparametryzowanego rozktadu intensywnosci W) (W, ). For-
malnie bedziemy utozsamia¢ rozklad liczby fotonéw ( 194) z rozktadem zliczen fotonéw.
Oczywiscie, w ogbélnym przypadku te rozktady maja inng interpretacje fizyczng. Jed-
nak przy zalozeniu idealnej fotodetekcji istnieje petlna fizyczna réwnowaznosé miedzy
statystycznymi momentami liczby fotonéw wyznaczonymi z rozktadéw ( 194) i ( 196)
(np. [21, 218, 219)).

Opracowano wiele innych sposobéw wyznaczania rozktadu p(n), na przyktad za
pomocy sparametryzowanych funkcji tworzacych (exp(—AW)) ) wyznaczonych z roz-

ktadéw W) ({ay},t) lub z funkeji charakterystycznych C) ({3, },t) [24]:
{exp(=AW (1)) = /W(S)({Oék},t) exp <—>\Z |ak|2> d* {ay,/m}

= A [ eO(a b e < 5 21 ) & {/x} . (197)

Rozktad liczby fotonéw p(n,t) i sparametryzowane momenty (i*)() mozna w prosty

sposob obliczy¢ korzystajac z funkeji tworzacej ( 197):
(=)™ dr s—1.\" A
= — — 1 A —W
p(n) al a2 UTTEER )/,

(4 = (WH) = (~DF0 (exp(-AW)),,

. (198)
A=1

(199)

A=0
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Roéwnanie ( 198) przyjmuje najprostsza forme dla uporzadkowania normalnego.

W literaturze spotyka sie wiele réznych parametrow opisujacych statystyke liczby
fotonow, np.: parametr () Mandela, czynnik F Fano, stopien spdjnosci drugiego rze-
du ¢®. W dysertacji wykorzystamy znormalizowane funkcje korelacji drugiego rzedu,
a $cislej — znormalizowane momenty silniowe ?* dla operatora liczby czastek ( [219, 24]

oraz prace tam cytowane):

(2) <<Aﬁk)2>(1) <ﬁi>(1) (e (7 — 1))
V= — = ——-1=- =" (200)
@y (k) (k)
Uogoélnienie na momenty p-tego rzedu polega na zamianie wyrazen nl? = n(n — 1)

na APl = A —1)--- (A —p+ 1) i (A)? na (A)?. Momenty p-tego rzedu dla modelu

rozpraszania ramanowskiego analizowalismy gdzie indziej [64]. Dwumodowe momenty

silniowe rzedu drugiego 'y,(j) mozna wyrazi¢ poprzez momenty jednomodowe

2) <(Aﬁkz)2>(1) <(Aﬁk)2>(1) + <(Aﬁl)2>(1) +2 <AﬁkAﬁl>
Teo = (Fue) 2 - 1\ 2 1\ 2 ~ A ) (201>
. ()™ + ()™ + 2 (A ) ()

gdzie ny = ny + ny. Parametr @ Mandela dla k-tego modu jest réwny 7,22) (ng), pod-

czas gdy czynnik F Fano wyraza sie przez (7,22) (ng) + 1) (przyjeliémy, ze wydajnosé
fotodetektora 7 jest rowna jednosci), czy wreszcie stopien spéjnosci drugiego rzedu jest
réwny g,(f) = g,(f) (t,t) = ’y,(f) + 1.

Swiatlo, ktérego fluktuacie liczby fotonéw sa mniejsze niz fluktuacje pola koherent-
nego (opisywanego przez rozktad poissonowski) jest nazywane $wiattem o statysty-
ce subpoissonowskiej, lub proéciej — $wiatlem subpoissonowskim ?*. W tym wypadku

wspotezynnik korelacji v

staje sie ujemny. Dla swiatta o statystyce poissonowskiej
liczby fotonéw wspotezynnik +?) sie zeruje. Natomiast $wiatto o fluktuacjach wiekszych
niz fluktuacje pola koherentnego, opisywane przez dodatni wspotczynnik korelacji v,
nazywamy Swiattem o statystyce superpoissonowskiej, lub $wiattem superpoissonow-

skim 5. Analogiczny podzial p6l dwumodowych w zaleznosci od statystyki liczby foto-

néw mozna przedstawié¢ dla dwumodowych wspotezynnikow korelacji 7,53) [24]. Niestety

23ang. normalized factorial moments
24ang. sub-Poissonian statistics/distribution/light

ZPang. super-Poissonian statistics/distribution/light
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w dwumodowym modelu rozpraszania ramanowskiego, oméwionym w paragrafie 3.2,
operator liczby fotonéw w obu modach nps = ny + ng jest stata ruchu, co oznacza,
ze dwumodowe wspotezynniki korelacji 7,(5) sg rowniez state. Przyjmijmy zatem inng

definicje dwumodowych korelacji wzajemnych, np.:

2 <AﬁkAfll> _ <flkﬁl> B
e R R R 15 A (202)

W istocie jest to powszechnie stosowany (m.in. przez Loudona w jego stynnym pod-

reczniku [110]) miedzymodowy stopiefi sp6jnosci drugiego rzedu 26, Nasza definicja
rozni sie od definicji Loudona jedynie przesunieciem o —1. Dwumodowa statystyka
subpoissonowska jest scharakteryzowana ujemnym wspotczynnikiem gg), natomiast
superpoissonowska — dodatnim.

Analize Scie$niania $wiatta rozpoczniemy od zdefiniowania jedno- i dwumodowych

operatoréw hermitowskich:

Xi(0) = are™ 4+ afe”, (203)
Xin(0) = awe™ +aje? = X;(0) + Xi(0), (204)
gdzie ay = ap + a;. Operator Xk(ﬁ =0) = Xm jest formalnie réwnowazny uogol-

nionemu operatorowi potozenia dla k-tego oscylatora harmonicznego (modu), podczas
gdy Xi(0 = 7/2) = Xy odpowiada formalnie uogélnionemu operatorowi pedu. Her-
mitowskie operatory Xi1 i Xio sq czasem nazywane kwadraturami pola 2”7 w k-tym
modzie. Podobnie definiujemy i interpretujemy dwumodowe operatory X w(0) = X i

Xkl(ﬂ' /2) = Xy Zachodza nastepujace zwigzki komutacyjne

[Xkl, sz} = 9, (205)

[Xm, XW} — 4. (206)

26ang. interbeam degree of second-order coherence

2Tang. quadrature field operators, quadrature components
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Oméwmy wpierw przypadek jednomodowy. Wariancja operatora X, (6) ( 203) jest row-

(AXL(0))%) = 2Re[e2((Aap)®)] + ({Ad, Ady}). (207)

W szezegdlnosei ( 207) okresla wariancje Xy 1 Xye, dla ktérych zasada nieoznaczonosci

Heisenberga ma postac
(AX)*) (AX)?) > 1, (208)

Zasada ( 208) jest podstawa powszechnie przyjmowanej definicji Sciesniania $wiatta.
Bedziemy moéwi¢ o $ciesnianiu ($ciskaniu) w zwyktym sensie 28, jesli ktérakolwiek z wa-
riancji operatoroéw X1 Tub Xo jest mniejsza od jednosci (ogdlnie, od pierwiastka kwa-
dratowego z wyrazenia po prawej stronie nierownosci Heisenberga dla operatorow kwa-
draturowych). Inaczej mozna powiedzieé, ze $wiatto jest Sciesnione, gdy jego fluktuacje
w jednej z kwadratur sa mniejsze niz fluktuacje pola koherentnego (minimalizujacego
zasade nieoznaczonosci ( 208)). W szczegdlnosei, idealne stany Sciesnione omawiane w
paragrafie 2.1 (takze w §7.2.2) spelniaja powyzsza definicje.

Dla danego stanu kwantowego wariancja ( 207) jest zalezna od 6, zatem mozna
wybrac¢ kat w taki sposob, aby wariancja przyjeta wartosci ekstremalne. Rézniczkowa-
nie ze wzgledu na 6 umozliwia wyznaczenie katéw 6, i 6_ odpowiednio dla wariancji

maksymalnej i minimalnej [220, 221]:

1/2

AA 2

exp (2i0L) = =+ (%) : (209)
((Agf))

gdzie zachodzi |0, — 0_| = 7/2. Po wstawieniu ( 209) do ( 207) mozna otrzymaé

wyrazenie na wariancje ekstremalne

(AXps)®) = (AXk(62))%)
= £2[((Aa)?)| + ({ A, Ady}). (210)

28ang. squeezing, standard squeezing, usual squeezing
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Jak zauwazyt Loudon [221], ((AX,())?) wyraza sie w prosty sposéb przez wariancje

ekstremalne

(AX(0)) = ((AXy)*)cos®(0—0-)
+ ((AX)y)?) sin?(0 —6_), (211)

co jest réwnaniem na eliptyczng lemniskate Bootha we wspotrzednych biegunowych.
Sciesnianie w osiach gtéwnych 2 (Sciesnianie gltéwne), zgodnie z definicja Luks’a

iin. [220, 222], pojawia si¢ wtedy, gdy wariancja minimalna jest mniejsza od jednosci
(AXp)?) < 1. (212)

Sciesnianie w osiach gléwnych mozna sformulowaé w matematycznie elegancki
sposéb  korzystajac z uogélnionej zasady nieoznaczonosci (zwanej réwniez zasada
Schrodingera) [223, 220, 224]:

1

(A%)(AX)?) = 1({ A%k, A% )2+ 1, (213)

gdzie pojawia sie kowariancja Wignera operatorow kwadraturowych X 1 Xo. Uogol-
niona zasada Heisenberga ( 213) redukuje sie do zwyktej zasady ( 208) dla wariancji
ekstremalnych ((AX;1)?).

Uogolnienie powyzszych definicji na przypadek dwumodowy jest proste. Wiedzac, ze
komutator ( 206) ma wartos¢ dwa razy wieksza niz ( 205) w przypadku jednomodowym,
wnioskujemy, ze dwumodowe ScieSnienie w zwyklym sensie wystepuje wtedy, gdy jest

spelniony warunek
min {((AXkl1)2>, ((AXW)2>} < 2 (214)
natomiast dwumodowe $ciesnienie w osiach gtéwnych oznacza, ze zachodzi
(AXu ) < 2 (215)

Dwumodowe wariancje i kowariancje Wignera, potrzebne do wyznaczenia wzoréw (214)

i (215), mozna wyrazi¢ poprzez momenty statystyczne pél jednomodowych:

(AX)?) = (AXR)?) + (AX)?) + 2(AXLAX), (216)

29%ttumaczenie ad sensum ang. principal squeezing
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<{AXkl17AXkl2}> = <{AXk1;AXk2}> + <{AXl17AXl2}>
+2(AX1 AX ) + 2{A X AX) ). (217)

gdzie, dla uproszczenia zapisu, pomineliSmy zaleznosé od 6.
Analize kwantowych wtasnosci pél promieniowania oméwimy na dwoch przykta-
dach: (i) w modelu oscylatora anharmonicznego wprowadzonego w paragrafie 2.2 oraz

(ii) w modelu rozpraszania ramanowskiego z rozdziatu 3.

4.2.1 Model oscylatora anharmonicznego

Kilka lat temu Tanas i Kielich [51, 52] pokazali, ze swiatlo o duzej intensywnosci
podczas propagacji w o$rodku kerrowskim moze $ciesni¢ swoje fluktuacje. To zjawisko
zostalo nazwane samo-$cie$nianiem (samo-$ci$nieciem) *°. Pokazano mozliwo$é Scie-
$nienia swiatta az w 98%. Model wykorzystany w [51, 52| jest w istocie dwumodowa
wersja oscylatora anharmonicznego opisujaca propagacje swiatta o polaryzacji eliptycz-
nej w nieliniowym osrodku kerrowskim. Jednomodowsa wersje zjawiska samo-$cie$niania
sSwiatta o polaryzacji kotowej w izotropowym o$rodku kerrowskim z hamiltonianem od-
dziatywania (33c) rozwazyl Tanas [176]. Pokazano mozliwo$¢ samo-Scie$nienia swiatla
w takim stopniu, jak w przypadku dwumodowym.

W modelu oscylatora anharmonicznego, okreslonym w §2.2, wariancja hermitow-

skiego operatora Xj, jest réwna [176]:
(AX(0))%) = 2\a0|2{ exp[|ap|?(cos 27 — 1)] cos[2(8 — ) + T + |ap|? sin 27]
—exp[2|ag|*(cos T — 1)] cos[2(8 — ) + 2|ag|* sinT] + 1
— exp|2|ag|*(cos T — 1)]} +1 (218)
przy zalozeniu, ze poczatkowe pole jest w stanie koherentnym o = |ap| exp(6y). Latwo
zauwazy¢ analizujac rownanie (218), ze operatory kwadraturowe X1iX, sg zdefinio-
wane w odniesieniu do poczatkowej fazy pola, tj. X, odpowiada fazie 8 — 6y = 0, a X,

— fazie 6 — 0y = w/2. Z réwnania (209) w prosty sposob otrzymujemy

exp(2i0:) = exp(2iby + it + |ag|? sin 27), (219)

3ang. self-squeezing
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co prowadzi do

1
9+ = 90 + 5(7’ + |OZ()|2 sin 27') (220)

oraz
h. = 6++g. (221)

To oznacza, ze fazy 0L = 0.(7), dla ktérych wariancje przyjmuja wartosci ekstremalne,
zaleza od 7, tj. zmieniajg sie w trakcie ewolucji oscylatora. Wariancje ekstremalne

zdefiniowane przez (210) okreslone sa wzorem [222]:

(AXL)?) = :l:2|a0|2{ exp[2|a)?(cos 27 — 1)] + exp[4]ap|*(cos 7 — 1)]
1/2
—2expl|ag|?*(cos 27 + 2 cos T — 3)] cos[T + |ap|*(sin 27 — 2sin 7')]}

+2]ap|*{1 — exp[2]ap|*(cos 27 — 1)]} + 1. (222)

Wariancje ekstremalne (222) dla modelu oscylatora anharmonicznego opisuja $cie-
$nianie w osiach gtéwnych (Sciesnianie gtéwne) nazwane tak przez Luksa i in. [220].
Oczywiscie Sciesnianie w osiach gtéwnych ewoluuje wraz z 7 wykazujac periodycznosé
dla T =2km (k=1,2,...).

Zaleznosci wariancji (218) 1 (222) od czasu (lub dlugosci osrodka) dla malej liczby
fotonéw |a|? zostaly oméwione przez Luksa i in. [222]. Natomiast zanik kwantowej
koherencji w wyniku wzmacniania lub ttumienia pola pokazali Daniel i Milburn [179].

Wzory (218)1 (222) okreslajace Scieénianie zwykte i Scie$nianie w osiach gtéwnych,
pojawiajace sie w modelu oscylatora anharmonicznego, sg doktadnymi analitycznymi
wyrazeniami. Jednak, jesli model ma opisywaé realng propagacje swiatta w osrodku
kerrowskim, to nalezy przyja¢ bardzo mate wartoéci 7 (7 ~ 1075 jest raczej optymi-
stycznym oszacowaniem [51, 52]) i bardzo duza liczbe fotonéw (|ag|* > 1). Mozna
wowcezas wyznaczy¢ prostsze analitycznie wzory przyblizone opisujace wariancje. Dla

przypadku 7 < 11 |ap|? > 1 wprowadzamy nowa zmienna

v = |og|*, (223)
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ktora prawidtowo opisuje skale istotnych zmian w wariancjach [176]. Rozwijajac wa-
riancje (218) i (222) w szereg wzgledem 7 i zachowujac jedynie cztony dominujace,

otrzymujemy nastepujace wzory

(AX(0)Y = 14 2z{z[l — cos2¢(x)] — sin2¢(x)}, (224)

gdzie
dx) = bp—0+=x (225)
(AXL)?) = 1+ 2zfz+ (1+2%)Y3 (226)

Nasze wyrazenia (224) i (226) sa prostymi analitycznymi wzorami opisujacymi w
sposob przyblizony $ciesnianie zwykte oraz gtéwne w uktadzie. Im mniejszy czas 7
tym lepsze przyblizenie. Wyrazenie (226) dla wariancji ekstremalnych mozna réwniez
wyznaczy¢, zamiast rozwiniecia (222) w szereg, ze wzoru (224) poprzez znalezienie
wartodci ekstremalnych. Pierwsza pochodna wzgledem 6 pozwala okresli¢ warunki na

ekstrema:

zsin26(z) = cos2¢(x) (227)
oraz

sin2¢(z) = (1 — 2%V (228)

ktore bezposrednio prowadza do (226). Tak jak poprzednio, wzér (224) okresla kwa-
draturowe operatory pola: X; = X(0 — 0, = 0) oraz Xy = X (0 — 6y = 7/2). Jedynym
cztonem kwantowym w (224), ktéry pojawia sie w wyniku komutacji operatoréw pola,
jest ostatni zawierajacy funkcje sin 2¢(z). Ten czton wystepuje takze w (226) jako jed-
no$¢ pod pierwiastkiem kwadratowym. Gdyby$my omineli te wyrazenia, to wariancje
(224) i (226) nigdy by nie byty mniejsze od wariancji pola koherentnego (lub prézni).
Powyzsze cztony sa odpowiedzialne za $cie$nianie w modelu oscylatora anharmonicz-

nego dla krétkich czaséw ewolucji (7 < 1) i duzej liczby fotonéw (|ag|* > 1). Z wzoru
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wariancje

Rys. 6:
Wykresy wariancji ((AX;)?) (linie ciagle) ((AX_)?) (linie przerywane) dla
$redniej liczby fotonéw: (a) |ap|* = 0.251 (b) |ap|* =4

(220) otrzymujemy nastepujaca faze dla 7 < 1:
0y ~ 0+ z, (229)

ktora jest funkcja intensywnosci pola. Aby skompensowaé te zmiany fazy metodg dy-
namiczng, nalezy modyfikowa¢ faze oscylatora lokalnego.

Na rys. 6 wykreslilismy wariancje (218)1 (222) w zaleznosci od czasu (lub drogi)
ewolucji dla matej liczby fotonéw |ag|? réwnej 0.25 lub 4. Takie krzywe przedstawil juz
Luks i in. [222]. Podobne wyniki w kontekscie zaniku kwantowej koherencji poprzez
thumienie i wzmocnienie oméwili Daniel i Milburn [179]. Tlekro¢ wariancje ((AX;)2)

lub <(AX _)?) przyjmuja wartosci mniejsze od jednosci to wystepuje Sciesnienie $wiatla
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Rys. T:

Wykresy wariancji przyblizonych: ((AX)?) (linia ciagta) i ((AX_)?) (linia
przerywana) oraz wariancji doktadnej ((AX _)?) (linia punktowa) obliczo-
nych odpowiednio ze wzoréow (224), (226)1 (222). Wariancje sa wykreslone
wzgledem zmiennej x (223).

w sktadowej X; lub Scie$nienie w osiach gtéwnych. Krzywe ciggte na rys. 6, opisujace
Sciesnianie w osiach gtéwnych, ukazuja mozliwo$¢ uzyskania maksymalnego Sciesnienia
w okreslonej chwili  dla odpowiednio dobranej fazy 6 . Widzimy, ze dla matej liczby
fotonow efekt $ciesnienia nie jest duzy.

Nasze wzory (224) i (226) przedstawiliémy na rys. 7 i 8. Na rys. 7 warian-
cje ((AX1)?) i ((AX_)?) wykredlono wzgledem z. Widoczne sa oscylacje wariancji
((AX1)?), co w prosty sposéb wynika z (224). Sciesnianie ekstremalne opisuje obwied-
nia — wariancja ((AX_)2). Okreéla zarazem kres dolny wszystkich wariancji ((AX (0))2)
[kres gorny okresla ((AX,)?)]. Obwiednia ((AX_)?), na mocy (226), jest monotonicz-
nie malejaca funkcjg x, ktoéra asymptotycznie zmierza do zera. Zatem kolejne minima
stajg coraz glebsze wraz ze wzrostem x i ich wartosci staja sie coraz blizsze zera. To
oznacza, ze w omawianym modelu mozna uzyskaé¢ prawie doskonate Sciesnienie Swiatta.
Asymptotyczne zachowanie wariancji ((AX (6))2) i ((AX_)?) dla duzych wartoéci « nie
jest wlasciwe, gdyz przyblizenia wykorzystane w wyprowadzeniu wzoréw (224) i (226)

przestaja by¢ wowczas stuszne. W istocie, wykonane przez nas obliczenia numeryczne o
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Rys. 8:

Wykresy wariancji minimalnej ((AX_)%) wzgledem zmiennej 2 = |ag|?T
dla kilku wartosci |ag|*: (A) |aol* = 10%; (B) |ag|* = 10%; (C) |ap)? = 109;
(D) |apl? = 107.

wysokiej precyzji z wykorzystaniem doktadnego wzoru (222) pokazuja, ze dla danego
la|? (Jow|? > 1), wariancja ((AX_)?) osigga minimum. Np. dla |ag|? ~ 107 minimum
wystepuje dla X,,;, ~ 10.

Na rys. 8 przedstawilismy ((AX_)?) (222) dla kilku wartoci |ay|?, aby pokazaé
polozenia minimum. Nasze przyblizone wzory (224)1i (226) sa stuszne dla x mniejszych
od Zn. To jest cena jaka musimy ponie$¢ za uderzajaca prostote naszych wzoréw.
Wysoki stopien Sciesnienia mozna uzyskaé, jak pokazali Tanas i Kielich, w modelu
dwumodowej propagacji. Wprowadzili oni termin samo-$cie$niania Swiatta, aby okresli¢
Sciesnianie uzyskane m. in. w takim modelu. Znaczenie terminu samo-$cie$nianie bierze
sie z faktu, ze silne pole optyczne rozchodzace sie w nieliniowym osrodku kerrowskim
samo moze $cisngé¢ swoje fluktuacje kwantowe.

Na rys. 9 przedstawiliSmy lemniskaty zdefiniowane réwnaniem (224). Wykreslili-
Smy % [((AX (6))2>] 2 w uktadzie biegunowym dla wartosci x odpowiadajacym pierw-
szemu i drugiemu minimum wariancji ((AX;)?). Koto o érednicy jednostkowej oznacza

fluktuacje prézni. Sciesnianie pojawia sie dla wszystkich wartosci 6, dla ktérych lem-
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(b)

1 4
(a)
0 0
-1 -4
-1 0 1 -4
Rys. 9:

Wykresy %[((AX(Q))Z)]l/Q wzgledem zmiennej 0 [zgodnie z (224)] dla (a)
z = 0.59 [pierwsze minimum ((AX;)%)] i (b) z = 3.29 [drugie minimum

((AX7)?)]. Okrag o érednicy jednostkowej opisuje fluktuacje prozni.
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niskata lezy wewnatrz kota fluktuacji prézni. Wysoki stopienn $cie$nienia odpowiada
matej wartosci srednicy lemniskaty — co jest dobrze widoczne w drugim przypadku.
Wzér (224) zachowuje swoja postaé nawet w przypadku uwzglednienia nieliniowosci
wyzszego rzedu, z tym, ze funkcje z 1 ¢(x) nalezy zmodyfikowaé. Pokazali to Tana$
i Kielich [225] wykorzystujac metode punktu siodlowego w celu wyznaczenia sum
pojawiajacych sie w doktadnych wyrazeniach na wariancje dla duzej liczby fotonow.

Momenty statystyczne liczby fotonéw sa oczywiscie statymi ruchu

(flat@®a®)]) = (fla(to)a(to)]), (230)

co bezposrednio wynika z rozwiazania a(t) (35).

Omawiane wariancje w przedstawieniu geometrycznym majg dwukrotng symetrie
rotacyjng, jako odzwierciedlenie faktu, ze wariancja tworzy eliptyczng lemniskate Bo-
otha w biegunowym ukladzie wspétrzednych. Lemniskata jest krzywa spodkows 3! zna-
nej elipsy $cie$niania o wspolnych osiach gtownych. Jest to geometryczna interpretacja
Sciesniania gtownego — zwykle ttumaczonego przez nas ad sensum, jako Sciesnianie w
osiach gtéwnych. Taka interpretacja zostala podana przez Loudona [221]. Inna do-
godng geometryczng reprezentacja zjawiska Sciesniania sg sparametryzowane rozktady
quasi-prawdopodobienstwa (dla s # 1), a w szczegdlnosci funkcja Wignera [221, 226] i
funkcja @ [55]. Ograniczymy nasza uwage jedynie do funkcji Q. Jest to tym bardziej u-
zasadnione, ze nie ma jako$ciowych réznic miedzy funkcjami ) i W w modelu oscylatora
anharmonicznego dla 7 i || tak dobranych, ze spelniony jest warunek = = |ag|*1 ~ 1.
Dla idealnych stanéw $ciesnionych (26), przekroje funkeji @) sa elipsami, ktére moga by¢
interpretowane jako rownowazne eliptycznej krzywej spodkowej opisujacej Sciesnianie
w osiach gtéwnych. Sytuacja znacznie si¢ komplikuje w przypadku samo-Sciesniania,
np. Sciesniania uzyskanego w modelu oscylatora anharmonicznego. Przekroje funkcji
@ przestaja by¢ elipsami, a zatem utozsamianie ich z eliptyczng krzywa spodkows wa-
riancji nie jest mozliwe. Ten przypadek jest dobrze widoczny na rys. 4 wykreslonym

dla 7 = 27/8 =~ 0.79 i |ag| = 2, gdzie przekrdj funkeji @) w polowie jej wartosci

3lang. pedal curve
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maksymalnej, wyznaczono ze wzoru (43). Kitagawa i Yamamoto [55] wprowadzili ter-
min $ciesnianie sierpowe (Sciesnianie o ksztalcie sierpowym) 32, Takie $cie$nianie jest
opisane przekrojami funkcji @) w ksztalcie sierpéw, w przeciwienstwie do typowego elip-
tycznego Sciesniania (tj. o eliptycznych przekrojach funkeji Q) stanéw (26). Przekroje
sierpowe nie maja oczywidcie dwukrotnej symetrii rotacyjnej, co oznacza, ze pojecie
kierunku $cieéniania 33, okreslonego poprzez nachylenie malej osi lemniskaty, nie moze
by¢ jednoznacznie zdefiniowane na podstawie ksztattu przekrojow funkcji Q). Jesli licz-
ba fotonow pola nie jest bardzo duza, $ciesnienie operatoréw kwadraturowych nie jest
szczegblnie widoczne. Jednak, jak pokazali Tanas i Kielich [51, 52, 176], wysoki stopien
Sciesnienia moze by¢ uzyskany dla duzej liczby fotonow. Niestety, bezposrednia analiza
numeryczna funkcji @ na podstawie wzoru (43) jest niemozliwa dla |agl? > 1. W tym
przypadku nalezy zastosowa¢ metode punktu siodtowego, aby wyznaczy¢ sumy poja-
wiajace sie w (43). Stosujac te metode wyprowadziliémy w §2.2 przyblizony wzor (61)
na funkcje @, ktéry umozliwia analize numeryczna QPD w przypadku 7 < 11 || > 1.
Oczywiscie, takiej analizy nie mozna przeprowadzi¢ korzystajac bezposrednio z (43).
Na rys. 10 przedstawiliémy przekroje funkcji @) wyliczone z naszych wzoréow (61),
(58) i (59) dla parametréw T i || wybranych w taki sposob, aby otrzymaé z = |ap|*T
rowne pierwszemu i drugiemu minimum wariancji ((AX 1)?). Odpowiednie przekroje
maja w pelni regularne ksztalty eliptyczne, ktore raczej opisuja zwykte Sciesnianie
(26), a nie Scie$nianie sierpowe — uzyskane dla matlej liczby fotonéw. Dla pierwszego
minimum uzyskuje sie Sciesnienie w 66%. Na rys. 10(a) widaé, ze elipsy sa w matym
stopniu nachylone wzgledem uktadu wspétrzednych. Drugie minimum odpowiada $ci-
$nieciu 98%. Narys. 10(b) elipsy sa o wiele bardziej Sci$niete niz na rys. 10(a), a zarazem
osie gtéwne elips pokrywaja si¢ niemalze doskonale z uktadem wspotrzednych. Zatem,
w przypadku modelu oscylatora anharmonicznego o duzej liczbie fotonoéw i matym
wspotezynniku anharmonicznosei, funkcja ) moze byé¢ uwazana za dobra reprezentacje

graficzng elipsy nieoznaczonosci dla kwadraturowych operatorow pola. Ten eliptyczny

3Zang. crescent squeezing, crescent-shaped squeezing

33ang. squeezing direction

95



(a) (b)

3 3 0
E )j £
-3 -3
997 1000 1003 997 1000 1003
Re o Re o
Rys. 10:
Przekroje funkcji @) w plaszczyznie zespolonej o na wysokosciach }1, % i %

wartosci maksymalnej dla |ag|> = 10° oraz (a) = = 0.59 [pierwsze minimum

((AX1)?)] i (b) = = 3.29 [drugie minimum ((AX;)?)].

ksztalt przekrojow funkcji () nie oznacza jednakze zmiany natury stanu kwantowego
pola, gdy |ap|? jest duze. Raczej odzwierciedla fakt, ze dla |ap| > 1 ksztalt sierpowy
jest mniej widoczny, poniewaz znaczgce wartosci niezerowe funkeji () sg roztozone w po-
blizu tuku o promieniu |ag|, co oznacza bardzo mala krzywizne przekrojéw w ksztalcie
sierpéw, gdy || > 1.

Ogolnie méwiac, rozktady quasi-prawdopodobienstwa, a w szczegdlnoscei funkcja @,
zawieraja w sobie wiecej informacji niz wariancja, ktora jest jedynie momentem staty-
stycznym drugiego rzedu. Ksztatt przekrojow QPD moze byé¢ o wiele bardziej skom-
plikowany niz elipsa, poniewaz niesie informacje takze o momentach statystycznych

wyzszego rzedu.

4.2.2 Rozpraszanie ramanowskie

Rozpraszanie ramanowskie analizowane w §3.1.2 i §3.1.3 w przyblizeniu parame-
trycznym jest w pelni opisane przez s-sparametryzowana funkcje charakterystyczng
C®)(Bs, Ba,t) ( 83) lub przez s-sparametryzowany rozktad quasi-prawdopodobienistwa

W (ag, aa,t) ( 89) (o ile istnieje dla danego parametru s). W szczegdlnosci, ko-
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rzystajac z relacji przytoczonych na poczatku paragrafu 4.2, mozemy uzyskaé¢ peina
informacje na temat statystyki liczby fotonéw oraz Sciesniania pol rozproszonych.
Rozktad prawdopodobienstwa liczby fotonéw p(n) mozna wyliczyé z rozkladu
quasi-prawdopodobienstwa W) (ag, a4,t) (lub rozkladu intensywnoéci W) (W, 1))
korzystajac z uogdlnionego réwnania fotodetekcji ( 196), lub réwnowaznie z funkcji
tworzacej (exp(—AW(t)))(s) ( 197) na mocy ( 198). Zastosujemy ostatnig metode. Po
wstawieniu W (ag, aa,t) ( 89), lub C®)(Bs, Ba,t) ( 83), do ( 197) otrzymujemy na-

stepujaca zalezna od czasu s-sparametryzowana funkcje tworzaca:

(s)
(exp(=AW ) = AHLP)V2exp <£2 ) (231)

gdzie E( (E )) s wielomianami 4 (3) rzedu wzgledem \~!:

) ‘
s 1- !
£ = Ej(AlJr 5 S) b;, (232a)

0

(s) o 1—sY!
Ly = A 5 aj. (232b)
0

e ||

j=
Wzory (1 231) i ( 232a-b) sa uogdlnieniem na dowolne s wynikéw otrzymanych przez
Petine i wspolpracownikow [127, 24, 97] dla przypadku s = —1. Wspotczynniki a; i b;
(7 =0,1,...) wystepujace w ( 232a-b), podamy w formie symetryzowanej:

a = [~(BY +8)(KL +5(2B) +9))
+(BY + §)K+ + (CADSADAS +c.c. )]|§S|2
+ { o 4 §)DsaDga + = ((CS
+5C5(2B ;> 1 8) + CaD2, + CADSA)]SS
+ SlBE +5)(BY +5)Dsa +2BS +5) (233a)
x O Dga + C504 D — DsaK _]&séa

1 S - S —\ M S _—

S(BS +8)(BY + 5) D + 2(BE +5)CaDsa
+C§CADAS + DSAK,]&;&Z + C.C.}

+ [§ «— 4],
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—[2(B 8>+ 5)(BY +5) + K¢ — Ky +502BY + 5))l¢s |
+ [((BY +5)C% + DsaDsa)€2 + (B + 5) Dsa + C5Das)éséa
—((BY + 8)Dga + CLD%)ESE, + c.c (233b)
+ [S e 4],
ay = —(BS +2BY +39)ls/
+ %(Cééé + Dsagséa — Dsals€ly + c.c.) (233¢)
+ [S s A]7
—|€s* = [€al?, (233d)

1 S S — S - S - S - S —
5 (Ké) +5(2BY + s)> (K/g) +352BY + s)) — (BY +5)(BY +3)K,
S * * 7 1
— 2(BY) 4+ 5)(CyD54Das + c.c.) + 5K (234a)
1 _
- §[CA(OSD§‘A +C5D3g) + c.c]

by = 2BY +35)(KY — Ky +52BY +35)) — 2(CsDgaDga + c.c.)

+ [S — Al (234b)

b = 2ABY +5)(BY +5)+ KY - Ky +5(2B)) +5)

+ [§— 4], (234c)
by = 2(BY + BY + 23) (234d)
by = 1, (234e)

gdzie symbol [S «— A] oznacza poprzednie czlony, ale z zamienionymi wskaznikami

S i A. Dla prostoty w réwnaniach ( 233a-d) i ( 234a-e) przyjeliSmy, ze s réwna sie

s—1
2

oraz pomineli$émy w zapisie zaleznosé od czasu. Widaé, ze réwnania ( 232a-b) przyjmuja

najprostsza posta¢ dla operatoréw pola uporzadkowanych normalnie. Po podstawieniu

98



funkeji tworzacej ( 231) do wzoréw ( 198) i ( 199) mozna otrzymac nastepujacy rozktad

A
Al

A el (. (235)
(1+ X)RH20 (ke +1/2) 75 \ N (14 N)

prawdopodobienstwa liczby fotonéw [128, 97]:

p(n,t) = > lﬁexp (—

k1,ko,k3,kg
k1+ko+kz+kg=n

oraz momenty silniowe

W = oo =k Y i (2. e

k1+ko+ks+ka=k I=1
gdzie Ay zdefiniowano nastepujaco

4 3
A = TIO =AD" D a=x1 (237)
=1 1=0
12k
oraz A\, s pierwiastkami Egs) . Wzory na dwu- i jednomodowe momenty <ﬁk)(1) i roz-
ktady p(n,t) dla dowolnych pdl poczatkowych oraz w kilku szczegdlnych sytuacjach
(m.in. dla poczatkowej superpozycji stanéw koherentnych i chaotycznych) otrzymali
Pefinova i Pefina [127]. Niektore nowe wyniki otrzymalismy w pracy [64].
Przy zalozeniu, ze ktorekolwiek z rozproszonych pdl (stokesowskie lub antystoke-
sowskie) jest poczatkowo w stanie koherentnym (narzucajac warunek Cx = 0), Srednie

liczby fotonéw (ng(t)) dla k = S, A mozna zapisaé:

() = (Wi®)a) = l&®) + B (@), (238)

lub w jawnej postaci
(hs(t)) = |¢s[? exp(rsAt) + ((Av) + 1)]exp(rsAt) — 1], (239)
(na(t)) = [€al® exp(=raAt) + (Av)[1 — exp(—raAt)], (240)

Sredni kwadrat liczby fotonéw (72 (t))

(5 = WdHa + W)
= |&G@®)]* + & @) P (4Bk(t) + 1) + 2B(t) + By(?). (241)
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Roéwnania ( 238)—( 241) wyznaczylismy z ogblnego wzoru ( 236). Wspdtezynnik korelacji
drugiego rzedu ( 200) jest zatem réwny:

W2 = B |la@P+ B0
{laP a0+ 500] " +1}. 28)

Sciste rozwigzanie modelu ramanowskiego znalezione w §3.2.1 (zob. takze uzupel-
nienie C) dla py,(vur), (114) i (115), umozliwia numeryczna analize wszystkich po-

szukiwanych wartosci srednich:

> 1 pum(0,0,1), (243)

n,m=0

=) mFpum(0,0,1), (244)

n [ 1/2
@rke) = > {( Hﬂ P (K, 0,1), (245)

n!

m 1/2
@) = 3 [ﬂ] om0, K. 1) (246)

m)!

(i Mag(t) = Y [n+1)(m+ 1] ppm(l,1,8), (247)
(@f(Das(t) = Y [(n+1m]pym(l, =1,1). (248)

Aby przedstawic¢ analityczne poréwnanie tego formalizmu z innymi, skorzystamy z na-
szego przyblizonego wzoru (128). W §3.2.2 pokazaliSmy, ze momenty statystyczne licz-
by fotonéw laserowych (f[n(7)]) ( 129), wyznaczone z rozwiazania (128), nie zaleza od
czasu. Momenty liczby fotonéw stokesowskich (f[m(7)]) ( 129) tatwo wyliczy¢ z (128)
(przy v = p = 0). Przykladowo mamy:

o0

(m Zexp nAT)pE(07)

n=0

+ ( > exp(nAr)py (0m) — 1), (249)

n=0
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(m(r)) = ((W%) +3(m) +2) ) exp(2nA7)py(070)

— 3((m) +1) i exp(nAT)pk(079) + 1, (250)
(m(r)a(r)) = ((m)+1))_ nexp(nAr)pk(0m) — (A). (251)

Wzory (1249) i ( 250) zostaly podane przez Simaana [89]. Zwiazek ( 249) jest u-
ogblnieniem wzoru Shena [86]. Wszystkie trzy zwiazki ( 249)—( 251) sprowadzaja sie
do wynikéw Loudona [110] w szczegblnym przypadku, gdy poczatkowo nie ma foto-
néw stokesowskich. Srednia catkowitej liczby fotonéw w polach laserowym i stokesow-
skim nie jest stata, w przeciwienstwie do naszych wczesniejszych doktadnych wynikdw
( 111). Niemniej, na mocy przyblizenia silnego pola pompujacego stwierdzamy, ze zasa-
da zachowaniu catkowitej liczby fotonéw jest spetniona z doktadnoscia okreslong przez
przyblizenia (zamieszczone we wstepie §3.2.2).

Latwo znalez¢ interpretacje fizyczna réwnania ( 249). Pierwszy czton ( 249) opisuje
wzmocnienie poczatkowego pola stokesowskiego zawierajacego (m) fotonéw w chwili
7p. To wzmocnienie moze by¢ rozumiane jako wymuszone zjawisko ramanowskie (emi-
sja wymuszona). Drugi czlon ( 249) opisuje wzmocnienie fluktuacji prézni, co mozna
interpretowa¢ jako spontaniczne zjawisko ramanowskie (emisja spontaniczna). Zauwaz-
my, ze w modelu rozpraszania na krysztale w zerowej temperaturze ma rowniez miejsce
emisja spontaniczna.

Wspétezynniki korelacji 'yéz) (1) ( 200) i g(LQL%(T) ( 202) otrzymalismy ze wzordéw
( 249)—( 251) i moga by¢ poréwnane explicite ze wspétezynnikami wyznaczonymi in-
nymi metodami. Przy zalozeniu, ze w pierwotnej wigzce stokesowskiej nie ma fotonow
(m) = (m?) = 0, znajdujemy krotkoczasowe rozwinigcia funkcji wyktadniczych po-
jawiajacych sie we wzorach ( 249)—( 251). Po przeksztalceniach otrzymujemy proste

wyrazenia na wspotczynniki korelacji

(1) = 29+ 1 2((%) — (A2)?/(A))(A) 2AT, (252)
9o () = AP+ (1) — ()2 (R)) (A) 2AT /2. (253)



Te same relacje ( 252) i ( 253) moga by¢ wyznaczone z wyrazen ( E.6) i ( E.10) roz-
winietych wzgledem A7 dla krotkich czaséw ewolucji, jesli tylko pominiemy wyrazenia
1/(n) i (n?)/{n)? w cztonach proporcjonalnych do Ar. Te czlony sg o wiele mniejsze

od (n?)/(n)? 1 (A*)?/(n)?. Simaan réwniez otrzymal przyblizone wzory na g(L?(T) (32)

i 'yg) (1) (33) w artykule [89]. Aby je poréwnaé z naszymi relacjami ( 252) i ( 253) nale-
zy je zapisa¢ w naszej notacji, tzn. na mocy definicji ( 202) i ( 200) przesunaé¢ wartosci
wspotezynnikow o —1. Wzory Simaana znacznie réznia sie od naszych przyblizonych
i $cistych wynikéw. Przypuszczamy, ze autor pracy [89] popelnil btad algebraiczny
w obliczeniach lub btad metodologiczny nie liczac (i (7)) z doktadnoscia do (AT)?
(koniecznos$é przyjecia takiej doktadnosci wyjasniliSmy w uzupelnieniu E).
Rozwiazania ( 132) lub ( 135) pdl bedacych w stanie superpozycji pol koherentnych
i chaotycznych umozliwiaja w prosty sposéb wyznaczenie wspotczynnikéw korelacji.
Moment statystyczny liczby fotonéw (' (7)) moze by¢ wyznaczony ze wzoru rekuren-

cyjnego [136]:

LY = e (P (o (7 d{m" (1))
() = (ma) (man(r)) + 1) g D
(el 2ma(r) + DG 4 G () (254)
gdzie
() = (el + (), (255)

lub z wyrazenia w jawnej postaci [137, 24]:

() = i) L, (—%) | (256)

Srednie wartosci (11.(7)) 1 (e (7)) zdefiniowalismy wezesniej wzorami ( 133) 1 ( 134).
Wyrazenia ( 254) lub ( 256) umozliwiaja obliczenie wspo6tezynnikéw korelacji dowolnego

rzedu. W szczegdlnosci, wspodtezynnik drugiego rzedu ma postaé

W) = 1- (2”;;5:;;) : (257)

przyjmujacy wartos¢ minimalng rowng zero w chwili poczatkowej 79, gdyz tylko wtedy

(Men (7)) = 0.
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Dla poréwnania wartoséci oczekiwanych otrzymanych dla modelu przedstawionego
w §3.1.2 1 w §3.2.2 zalézmy, ze pola: laserowe i stokesowskie sg poczatkowo w stanach
koherentnych |ay) i |ag). Po zsumowaniu wyrazen w ( 249)—( 251) z koherentna funkcja

wagowa pL(07p) otrzymujemy:

(m(1)) = (Jas®+1)expllay(e —1)] — 1, (258)
(m*(1)) = (las|* + 4las|® +2) exp[lay[*(*>7 — 1)]
— 3(Jag|* + 1) exp[lap|?(e?” — 1)] + 1, (259)
(m(r)a(r)) = low(Jas]> + 1) expllapF(e®T — 1) + A7) — [ar|?. (260)

W metodzie FPE otrzymali$my wyrazenia na (r(7)) ( 238) i (m?(7)) ( 241). Stosujac
notacje przyjeta w paragrafie 3.3: kst = |ep|*vst = |ap|*T oraz zalozywszy, ze érednia

liczba fononéw jest zerem, wzory ( 238) i ( 241) redukuja sie do

(m(r)) = (Jas|* +1)exp(Jap|*AT) — 1, (261)

(m*(r)) = (las|* + 4las[* +2) exp(2lar[*AT)

— 3(|ag|* + 1) exp(|ar A7) + 1. (262)
Zauwazmy roéwniez, ze zachodzi

(m(r)a(r)) = (7)) {n). (263)

W krotkich czasach ewolucji A7 < 1 dla wiazki laserowej o duzej intensywnosci
(Jaz]? > 1), réwnania ( 258), ( 259) i ( 260) przechodza odpowiednio w ( 261), ( 262)
i (263). Tak jest rzeczywiscie, gdyz krotkoczasowe rozwiniecia ( 258) i ( 259) sa naste-

pujace:

((r)) = las® +lar*(1+ |as*) A7

(A7)?
5

+ loz[(Jar* + 1)(1 + |as|?) (264)
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(m*(r)) = lasl*(1+]asl?) + lor[*(1+ 5las]® + 2|as|) A7
(A7)

+ JazP(lag* + 1)(5 + 13|as|® + 4ya5\4)T, (265)

podczas gdy réwnania ( 261) i ( 262) (dla modelu z §3.1.2) redukuja sie odpowiednio
do:

(7)) = las]” + |oar(1 + |as[*) A7
AT)?
+ IaLI4(1+|as!2)—< 2) , (266)
(m*(7)) = lasl’(1+ las|?) + lar*(1 4 5las|* + 2]as[)Ar
A 2
- |aL|4(5+131a5|2+4|a5|4>%, (267)

Widaé, ze dla intensywnego pola pompujacego, ( 264) przechodzi w ( 266), a ( 265) w
(267), jedli tylko wstawimy |ar|?(|ar)? + 1) = |ar|?. Zatem, wspotezynnik korelacji
1$(1) = 2dauPlas| AT = [JarP(3+ fasP)
— las|* = slasl® = 2acPlas| (A7), (268)
wyznaczony z ( 264) i ( 265) dla ag # 01 ay > 0, przechodzi w

1§ () = 2larllas| AT — 3+ las) s *las| (A7) (269)

obliczony z ( 266) i ( 267). Jesli w chwili 75 nie ma fotonéw stokesowskich, to otrzymu-

jemy nastepujace wspotezynniki korelacji

5
yfﬁ) (1) = 1+2lap|?+2A71 + (2 + 6'0‘”2) (AT)?, (270)

() = 1, (271)

odpowiednio w ramach formalizméw z §3.1.2 1 §3.2.2. R6znice miedzy wspotczynnikami
korelacji ’yéQ)(T) sa bardziej widoczne w przypadku gdy ag = 0, gdyz w wyprowadzeniu
( 270) korzystali$my z rozwinieé (m(7)) i (1?(7)) z doktadnoscig do (A7) (koniecz-
nos$¢ przyjecia takiej doktadnosci obliczen uzasadnimy w uzup. E). Zgodnie z naszy-

mi przewidywaniami, wspotczynnik korelacji wzajemnej g%(T) ( 202) znika dla pdl

104



w modelu z §3.1.2. Natomiast krotkoczasowe rozwiniecia g%(T), otrzymane na mocy

( 258)—( 260), wynosza: (i) dla ag # 0

9o () = (14 |as|?)Ar
(Ar)?
2 M

— (L +Jas|) 2larl* = |os|*)]as|™ (272)

1 1 AT)?
gie(r) = !aL|2+§AT+E<|aL|2+3)%. (273)

Jak pokazaliémy dwa pozornie rézne formalizmy z §3.1 w jezyku s-sparametryzowanych
rozktadow quasi-prawdopodobienstwa i funkcji charakterystycznych oraz z §3.2 w ter-
minach elementéw macierzowych w reprezentacji fokowskiej, prowadza do podobnych
wynikéw dla pola stokesowskiego.

Oméwimy teraz mozliwodci Scie$nienia jedno- i dwumodowych pol w modelu ra-
manowskim. Nasze wyniki sa uogdlnieniem wzoréw Karskiej i Pefiny [97] (takze [24])
na dowolnie s-sparametryzowane funkcje. Korzystajac z definicji ( 82a-e) okreslaja-
cej funkcje B,Ef) (t), Du(t), Dy(t) i Ci(t) w prosty sposéb otrzymujemy wyrazenia na

momenty statystyczne operatoréw X g1 X Kl

(AXpi2)®) = +2ReCy(t) + 2B (1) + s, (274)
(AX)?) = £2[Ci(t)] +2BI(t) + s, (275)
{AX4, AXo}) = 4Im Cy(t), (276a)
(AXuAXy) = 2Re[Dy(t) — Dy(t)], (276D)
(AXjoAXp) = —2Re [Dy(t) + Dy(t)], (276¢)
(AXjuAXp) = 2Im [Dy(t) — Du(t)], (276d)
(AXppAXy) = 2Im [Dy(t) + Dy(t)] (276e)
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gdzie jak zwykle k,l = S, A, k # [ oraz s € (—1,1). Po podstawieniu otrzymujemy

wyrazenia na dwumodowe wariancje dla Xga o:

= =£2Re [Cs<t) + CA(t) + QDSA(t)]

+ 2|BY(t) + BY(t) — 2Re Dga(t) + s/ , (277)
i wyrazenia na dwumodowe wariancje ekstremalne:

(AXsas)?) = £2|Cs(t) + Calt) +2Dga(t)]

+ 2 [Bf;) (t) + B () — 2Re Dga(t) + s] . (278)

Sciesnienie pdl jednomodowych w zwyklym sensie oraz $cie$nienie w osiach gtéwnych

wystepuje odpowiednio wtedy, gdy:

|Reok(t)| (s) s _
P } > BOW+S  (k=5.4) (279)

natomiast warunki na $ciesnienie (zwykte i w osiach gtéwnych) pél dwumodowych maja

postac:

|R%§ft(>t)++cf@(;):2£ j?t()?” } > BY(t) + BY(t) — 2ReDga(t) + 5. (280)

Na rys. 11-18 poréwnalismy rézne momenty statystyczne wielkosci opisujacych pola
stokesowskie i laserowe, mianowicie: srednie liczby fotonéw (m (7)) (linie ciagte) i (n(7))
(linie przerywane ) na rys. 11; $rednie kwadratu liczby fotonéw (m?(7)) (linie ciagte) i
(n?(7)) (linie przerywane) na rys. 12; znormalizowane wspo6lczynniki korelacji drugiego
rzedu 7&2)(7) (rys. 15) 1722)(7') (rys. 16) oraz wspétezynnik korelacji wzajemnej g(ng(T)
(rys. 17); srednie amplitudy pél (as(7)) (linie ciagle) i (ar (7)) (linie przerywane) na rys.
13; wartosci $rednie kwadratu amplitud pdl (a%(7)) (linie ciagte) i (a% (7)) (linie przery-
wane) na rys. 14; wariancje ekstremalne operatoréw kwadraturowych ((AXg.(7))?) na
rys. 18 1 ((AX14(7))?) na rys. 19. Wielkosci te wyznaczono korzystajac z réznych opi-
séw rozpraszania ramanowskiego przy zastosowaniu odmiennych przyblizen: (i) krzywe
A sa wyznaczone ze $cistego rozwiazania (tj. bez przyblizenia parametrycznego, ani

przyblizenia krétkich czaséw) w modelu przedstawionym w §3.2.1 i w uzupetnieniu C;
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Rys. 11:

Ewolucja éredniej liczby fotonéw stokesowskich (1 (t)) (linie ciagle) oraz
fotonéw laserowych (n(t)) (linie przerywane) dla pél poczatkowo koherent-
nych: (a) |az = v2), |as = 0) oraz (b) |ar = V2), |as = v/0.2). Wyniki
numeryczne otrzymane w oparciu o doktadne rozwiazanie z §3.2.1 (krzy-
we A); rozwigzania w przyblizeniu krotkich czaséow w uzup. E (krzywe
B); rozwiazania w przyblizeniu parametrycznym z §3.1.2 (krzywe C) oraz
rozwiazania z §3.2.2 (krzywe D).

(i) krzywe B obrazuja rozwiazania w przyblizeniu krétkich czaséw (uzupelnienie E);
(iii) krzywe C przedstawiaja rozwiazania w przyblizeniu parametrycznym w ramach
formalizmu sparametryzowanych rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa §3.1.2 1 §4.2.2;
w koncu (iv) krzywe D przedstawiaja rozwiazania w przyblizeniu parametrycznym w
ramach formalizmu macierzy gestosci w reprezentacji fokowskiej (§3.2.2).

Krzywe przedstawione na wykresach wykreslono przy zalozeniu, ze pole stokesow-
skie jest poczatkowo w stanie koherentnym (mozna wéwczas méwié o wymuszonym
zjawisku ramanowskim) lub w stanie prézni (wtedy wystepuje spontaniczne zjawisko
ramanowskie). Przeskalowany czas 7 jak zwykle zdefiniowaliSmy przez ¢t — 7 = tvg.
Pominieto rozpraszanie antystokesowskie. Termostat jest w tak niskiej temperaturze,
ze przyjelidmy (ny) = 0. WybraliSmy stosunkowo mata liczbe fotonéw laserowych
(Jar|* = 2), aby uniknaé¢ probleméw numerycznych, jak réwniez, aby nasze wyniki
mozna bylto bezposrednio poréwnaé z wynikami Simaana [89] i innych. Oczywiscie,

zdajemy sobie sprawe, ze stosowanie przyblizenia parametrycznego dla takiej wartosci
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Rys. 12:

Ewolucja kwadratu $redniej liczby fotonéw stokesowskich (m?(t)) (linie cia-
gte) i laserowych (n?(t)) (linie przerywane) dla tych samych przypadkéw
co na rys. 11

108



Rys. 13:

Ewolucja wartosci oczekiwanych amplitud pol: stokesowskiego (as(7)) =
(ag(7)) (linie ciagte) i laserowego (ar (7)) = (ar (7)) (linie przerywane) dla
pél poczatkowo koherentnych |ay = v/2) oraz |ag = v/0.2). Krzywe A, B,
C sa wyznaczone odpowiednio w ramach formalizméw z §3.2.1, uzup. E
i §3.1.2.

Rys. 14:

Ewolucja wartodci oczekiwanych kwadratéw amplitud pol: (a%(7)) =
)

(aZ(7)) (linie ciagte) oraz (a2(7)) = (a2(r)) (linie przerywane) dla tych

samych przypadkéw co na rys. 13.
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|ar|* ma ograniczony sens fizyczny.

Na rys. 11, 12, 13 i 14 pokazalismy, ze w krétkich czasach ewolucji rozwigzania
przyblizone (krzywe B, C i D) sa zgodne z rozwiazaniem Scistym (krzywa A). Ra-
chunkowo udowodniliémy, ze nasze rozwigzania dla pola stokesowskiego przedstawione
w paragrafach 3.1.1-3.1.3, 3.2.2 i 4.2.2 oraz uzupelnieniach C i E sg rownowazne, jesli
zatozy¢, ze pole pompujace jest o duzej intensywnosci oraz, ze badamy krotkie czasy
ewolucji uktadu. Niemniej, wida¢ z rysunkéw, ze relacje wyprowadzone w uzupekieniu
E sa najlepszym, podczas gdy wzory z §3.2.2 sa najgorszym przyblizeniem rozwigzania
Scistego z §3.2.1 dla pola pompujacego o matej intensywnosci.

Nie obserwuje sie czasowej zaleznoéci wartosci §rednich (n(7)) i (R?(7)) oraz {ar (7))
i (a3 (7)) wyznaczonych w ramach formalizméw z §3.1.211 §3.2.2, stad otrzymujemy linie
proste C i D na rys. 11-14.

Na rys. 15 (krzywa A) pokazujemy, ze fluktuacje liczby fotonéw pola stokesowskie-
go zmieniaja si¢ od poczatkowo chaotycznych do asymptotycznie poissonowskich (gdy
(m(7)) =01 (n(1)) = |ar]?), lub od fluktuacji poissonowskich poprzez superpoissonow-
skie, do ponownie poissonowskich dla dtugich czaséw ewolucji (jesli (r(7)) = |ag|? # 0

i (n(1)) = |ar|?). Asymptyczne zachowanie wspotczynnikdw 79(7’) uzasadnili$émy

w §3.2.1. W krotkich czasach, ewolucja wspotczynnikéw 7&2) (1) dla rozpraszania hyper-
ramanowskiego [118] jest podobna do przedstawionej na rys. 15 w modelu rozpraszania
ramanowskiego. Jednak dla dtugich czaséw ewolucji, fluktuacje liczby fotonéw w polu

stokesowskim w rozpraszaniu hyperramanowskim sg opisane rozktadem subpoissonow-

skim [118, 64].

Na rys. 16 wida¢, ze wspotczynniki korelacji fyf) (1) dla pola laserowego jedynie
w chwili poczatkowej 7y sg opisane rozktadem poissonowskim, natomiast dla 7 > 75 —
rozktadem superpoissonowskim. Réznice we wspotezynnikach 722) (1) przedstawionych
na rys. 16a (pole laserowe w spontanicznym rozpraszaniu ramanowskim), a na rys.
16b (pole laserowe w wymuszonym rozpraszaniu ramanowskim) sa jedynie ilogciowe,
w przeciwienstwie do wspotczynnikow 722)(7') dla pola stokesowskiego przedstawionych

na rys. 15a i 15b, gdzie réznice majg charakter jako$ciowy. Uzasadnienie podaliSmy
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Rys. 15:

Ewolucja znormalizowanych momentéw silniowych (wspétezynnikéow kore-
lacji) 'yé?) (1) dla pola stokesowskiego w tych samych przypadkach co na rys.
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Rys. 16:

Jak na rys. 15, ale dla znormalizowanych momentéw silniowych 722) (1) dla
pola laserowego.

w uzupetlieniu E. Na marginesie zaznaczamy, ze w rozpraszaniu hyperramanowskim
fluktuacje w poczatkowo koherentnym polu laserowym staja sie subpoissonowskie dla
T > 79 [118].

Ewolucje wspétczynnikéw korelacji wzajemnej 92252(7') przedstawiliémy na rys. 17a
i 17b. Jak wida¢, rozklad poczatkowo poissonowski przechodzi w subpoissonowski.
Krzywa A na rys. 17a odpowiada $cistemu rozwiazaniu Simaana.

Znormalizowane wspotczynniki korelacji 'yg)(T) wyznaczone z ( 268) i ( 270),
722)(7') = const oraz g(LQ;(T) obliczone z ( 272) i ( 273) znacznie odbiegaja od wynikow
Scistych, gdy wybierze sie stosunkowo malg liczbe fotonéw laserowych (np. |ar|> = 2).
Dlatego tych wynikéw (obrazowanych zwykle krzywymi D) nie przedstawiliémy na rys.
15-17.

Badalidémy statystyke liczby fotonéw stokesowskich i laserowych pod katem moz-
liwosci pojawienia sie¢ rozktadéw subpoissonowskich lub superpoissonowskich. Nie a-
nalizowalismy efektéw grupowania i rozgrupowania fotonéw. Omodwienie tych zjawisk
w naszym modelu rozpraszania ramanowskiego nie stwarza wieckszego problemu. Wy-
niki przedstawimy gdzie indziej. Zwro¢émy jedynie uwage na réznice miedzy terminami:

Statystyka subpoissonowska liczby fotonéw” i ,rozgrupowanie fotonéw” [227, 228].
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Rys. 17:

Jak na rys. 15, ale dla znormalizowanych mieszanych momentéw silniowych

(wspotezynnikéw korelacji wzajemnej) g(LzL%(T). Dodatkowg krzywa S wyzna-

czono w oparciu o rozwigzanie Simaana w krétkich czasach (Réw. (32)
w [89]).

Sa to rézne efekty i ich definicje nie powinny byé¢ utozsamiane (tak jak to pochopnie
uczyniono w wielu pracach).

Na rys. 18 przedstawilismy ewolucje wariancji ekstremalnych ((AXgy(7))?) dla
pola stokesowskiego, gdy pola poczatkowe sa koherentne z amplitudami a; = v/2,
as = /0.2 oraz przy dodatkowym zalozeniu, ze termostat jest w niskiej temperaturze
(tj. (ny) = 0). W modelu rozpraszania ramanowskiego w przyblizeniu parametrycznym
wariancja ((AXg(6,7))?) (krzywa C narys. 18) jest niezalezna od 6, tj. ((AXs,(7))%)=
((AXg_(7))?). Zatem, $ciesnienie nie wystepuje, gdy poczatkowe pole stokesowskie jest
w stanie koherentnym. Nawet wtedy, gdy pole stokesowskie jest poczatkowo Sciesnione
ivs > 74 (niekoniecznie v4 = 0), Sciesnienie szybko zanika na skutek wzmocnienia tego
pola w oddziatywaniu ramanowskim, co ostatecznie prowadzi do wzrostu szumu [97]. Na
rys. 19 wykresliliémy wariancje ekstremalne ((AXy.(7))?) dla pola laserowego, przyj-
mujac te same warunki poczatkowe, co w sytuacji przedstawionej na rys. 18. Laserowe
pole pompujace w omawianym modelu nie ulega $ciesnieniu. Wyniki otrzymane w tym

paragrafie w ramach formalizmu z §3.1.2 (krzywe C) pordéwnaliSmy z rozwiazaniem
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Rys. 18:

Ewolucja wariancji ekstremalnych dla pola stokesowskiego: ((AXg_)?) (li-

nie ciggle) oraz <(AX' s+)%) (linie przerywane) w tych samych przypadkach
co na rys. 13
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Rys. 19:

Ewolucja wariancji ekstremalnych dla pola laserowego: ((AX,_)?) (linie

ciggte) i ((AX,4)?) (linie przerywane) w tych samych przypadkach co na
rys. 13
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Scistym (z uwzglednieniem kwantowej statystyki pola pompujacego) wyprowadzonym

w §3.2.1 oraz rozwigzaniem krotkoczasowym wyznaczonym w uzupekieniu E.
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II. ROZKLADY FAZOWE

Wszelkie proby znalezienia prawidtowej definicji kwantowo-optycznego operatora
fazy w zwyktej przestrzeni Hilberta napotykaja na fundamentalne trudnosci. By¢ moze
dlatego zagadnienie fazy jest przedmiotem intensywnych badan poczawszy od naro-
dzin mechaniki kwantowej [229], az po dzien dzisiejszy. W latach dziewieédziesiatych
nastgpita niemal ,eksplozja” publikacji poswieconych fazie.

Obszerng bibliografie¢ mozna znalez¢ w artykutach przegladowych, m. in. Carru-
thersa i Nieto [230], Barnetta i Pegga [231], Tanasia [232], Nieto [233], Barnetta i Dal-
tona [234] oraz Lyncha [235], czy tez w ubieglorocznym specjalnym wydaniu Physica
Scripta [236].

Formalizmy fazowe zasadniczo mozna podzieli¢ na dwie kategorie: (i) teorie abs-
trakcyjnego operatora fazy oraz (ii) teorie fazy w przestrzeni fazowej.

Stworzono wiele teorii abstrakcyjnego operatora fazy. Do najbardziej znanych
nalezg: formalizm Diraca [229], formalizm Susskinda-Glogowera [237], formalizm
Garrisona-Wonga 34 [238], formalizm Popova-Yarunina % [241, 242], formalizm Pau-
la [244], formalizm Lévy-Leblonda [245] i formalizm Pegga-Barnetta [246, 132, 247].

Zasadniczo innym podejéciem do zagadnienia fluktuacji fazowych sg teorie w prze-
strzeni fazowej, m.in.: formalizm Schleicha, Walthera i Wheelera [248] oparty na i-

36

dei pola przekrywania °°, a takze w tym samym duchu formalizm marginalnych roz-

ktadow quasi-prawdopodobienstwa oraz formalizm Wodkiewicza [249, 250, 251] tzw.
przestrzenno-fazowej ,propensity” 37.

Gdyby kryteria poprawnosci teorii zalezaly od jej prostoty matematycznej i
liczby artykutéw, w ktorych zastosowano teorie do opisu wtasnosci fazowych roz-

nych pol, to palma pierwszenstwa nalezalaby do formalizméw Susskinda-Glogowera i

Pegga-Barnetta. Oczywiscie naczelnym kryterium stusznodci teorii fizycznej jest zgod-

34zwany czasem formalizmem Garrisona-Wonga-Galindo, vide [239, 240]

3%jak pokazali Alimov i Damaskinsky [243], formalizm Popova-Yarunina jest réwnowazny formali-
zmowi Garrisona-Wonga

36ang. area-of-overlap principle

37ang. phase-space propensity
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Dane doswiadczalne okreslajace fluktuacje fazy wzgledem Sredniej liczby
fotonéw (n) otrzymane przez Gerhardta i in. [254, 255] w ujeciu zapropo-
nowanym przez Nieto [257].

nos¢ z doswiadczeniem. Zdaniem niektérych naukowcéw, doswiadczenia przeprowadzo-
ne przez Noh, Fougereesa i Mandela [252]- [253] zdajg si¢ podwazaé stusznosé (a raczej
waznos¢) formalizméw Susskinda-Glogowera i Pegga-Barnetta, chociaz interpretacja
wynikéw tych doswiadczen jest kwestia otwarta.

Do niedawna znanych byto tylko kilka eksperymentow, w ktorych mierzono fluktu-
acje fazowe, m. in. Gerhardta i in. [254, 255] i Matthysa i Jaynesa [256].

Dane doswiadczalne Gerhardta i in. [254, 255] przedstawiliémy na rys. 20. Zazna-
czyliSmy punkty pomiarowe [254] okreslajace fluktuacje fazy wzgledem $redniej licz-
by fotonéw (n), z zaznaczeniem niepewnosci pomiarowych oszacowanych przez Nieto
[257]. Wielu autoréw poréwnywalo wyniki teoretyczne, otrzymane w ramach réznych
formalizmoéow fazowych, z danymi przedstawionymi na rys. 20. Analize przedstawili
m. in.: Gerhardt i in. [254], Nieto [257], Lévy-Leblond [258], Lynch [259, 260], Galin-
do [261], Gerry i Urbanski [262], Tsui i Reid [263] oraz Bandilla [264].

Serie (by¢ moze przelomowych) pomiaréw fazy przeprowadzili ostatnio Noh, Fo-

ugeres i Mandel [252, 265, 266]. Mandel i wspélpracownicy wielokrotnie podkreslali,
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iz nie roszcza sobie prawa do wylacznej poprawnosci ich mierzonego operatora fazy,
podczas gdy inne operatory sa ,bledne” 3. Jedynie twierdza, ze wlasciwe zmienne
dynamiczne opisujgce mierzony sinus i cosinus fazy, a nawet rozktad prawdopodobien-
stwa fazy i réznicy faz, zalezg od metody pomiaru. Zatem roézne metody badawcze
odpowiadaja réznym operatorom fazowym. Barnett i Pegg [268] wyraznie zaznacza-
ja, ze interpretacja eksperymentu Noh i in. [252]- [253], jako pomiaru r6znicy faz w
zakresie kwantowym jest niewlasciwa ( [268] str. 4540) 3°. Szereg uwag krytycznych
wysuneli takze Hradil [270] oraz Hradil i Bajer [271]. Dane eksperymentalne najle-
piej thumaczy teoria Noh, Fougeresa i Mandela [272, 265], rozwinieta przez Rieglera i
Wodkiewicza [273] (cf. [249]). Zgodnosé z doswiadczeniem wynikéw teorii Freybergera
i Schleicha [274] jest réwniez spektakularna.

Nalezy takze wspomnie¢ o pomiarach Smitheya i in. [275, 276] przy zastosowaniu
optycznej tomografii komputerowej .

W' niniejszej dysertacji poréwnamy, a nastepnie zastosujemy do opisu pol
kwantowych, nastepujace formalizmy fazowe: (i) Pegga-Barnetta (rozdz. 5),
(ii) Garrisona-Wonga (rozdz. 6) oraz (iii) formalizm marginalnych rozkladow
quasi-prawdopodobienstwa (rozdz. 7). Niektore wyniki zamieszczone w rozdziatach 5-7
przedstawiliémy w artykutach [60, 133, 49]. Dalsze wyniki badan (m. in. analize wla-

snosci fazowych pol dwu- 1 wielomodowych) przedstawimy gdzie indziej.

5 Rozktad fazowy Pegga-Barnetta

W tym rozdziale oméwimy formalizm fazowy Pegga i Barnetta. W paragrafie 5.1 przy-
pomnimy podstawowe definicje hermitowskiego operatora fazy oraz rozktadu fazowego

w ramach formalizmu Pegga-Barnetta. W paragrafie 5.2 podamy kilka nowych relacji

38w artykule [267] na str. 4536 pisali:we do not claim that our measured [phase] operators are the

“correct” ones whereas other ones are "wrong”
39choé¢ ostatnie eksperymenty Mandela i wspétpracownikéw [266] wydaja sie dotyczyé pomiaru
wlasciwej réznicy faz

40nie wszyscy, m.in. Lynch [235], interpretuja te eksperymenty jako pomiary fazy

118



mie¢dzy rozktadami quasi-prawdopodobienstwa a rozktadem fazowym. W paragrafie 5.3
zdefiniujemy stany koherentne w przestrzeni skonczenie-wymiarowej W. Nasze rozwi-
niecia stanéw koherentnych w reprezentacji fokowskiej [277] sa rozwiazaniem problemu
postawionego w pracy Knighta i wspotpracownikéw [40]. Wyniki te zastosujemy do
wyznaczenia ,prawidtowego” rozktadu fazowego standéw koherentnych w przestrzeni W.
Uwazamy, ze nasze skofczenie wymiarowe stany koherentne [277] sa jednym z istot-

niejszych wynikow dysertacji.

5.1 Formalizm Pegga-Barnetta: hermitowski operator fazy

W przestrzeniach o skonczonej liczbie wymiaréw mozna zdefiniowa¢ dobrze okreslony
operator fazy. Pewne elementy takiej konstrukeji podali Loudon [278] oraz Popov
i Yarunin [241] (cf. [279, 284]). Pegg i Barnett [246, 132, 247] wykorzystujac te
wlasnosé stworzyli formalizm hermitowskiego operatora fazy.

Rozwazmy, zamiast tradycyjnej przestrzeni Hilberta H, (o + 1)-wymiarowa 4 prze-
strzen W rozpieta na stanach fokowskich [0), [1),...,|0) *2. W tej przestrzeni mozna

zdefiniowa¢ zupely ortonormalny zbiér stanéw fazowych

9,) = > " exp(indy,) n), m=0,1,..,0, (281)
=0

1
Vo+1 =
gdzie wartosci v, sa okreslone przez

2mm
c+1

O = o+ (282)

4lten nietypowy symbol okreélajacy wymiar przestrzeni U wybraliémy w celu unikniecia konfliktu

oznaczen z parametrem s w rozkladach quasi-prawdopodobienstwa i w funkcjach charakterystycznych
42To okredlenie przyjeli Pegg i Barnett [246, 132, 247], zachowujac termin ,przestrzen Hil-

berta” wylacznie dla przypadku granicznego o — oo. Na mocy czesto przyjmowanej definicji
(np. [280] i rosyjskie stowniki matematyczno-fizyczne) przestrzen Hilberta musi byé unitarna, zupelna
i nieskonczenie-wymiarowa. Stosowana jest takze inna definicja, w mys$l ktérej pomija sie warunek
nieskonczonej wymiarowosci [281, 282, 283]. Wéwcezas ¥ mozna nazwaé skofnczenie-wymiarows, prze-
strzenig Hilberta [284, 40], gdyz jest unitarna i zupelna. ¥ nazywa sie réwniez przestrzeniag Euklidesa

[285].
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Baze (0 + 1) ortonormalnych stanéw [,,) mozna okresli¢ z pewna swoboda poprzez
wybor przedzialu (,0kna”) fazowego (g, Jy + 27) *3. Hermitowski optyczny operator

fazy Pegga-Barnetta jest zdefiniowany nastepujaco
g = > Ui V) (Do (283)
m=0

Oczywiscie przy takiej konstrukeji, stany fazowe ( 281) sa automatycznie stanami wla-
snymi operatora fazowego ( 283) z wartosciami wlasnymi 1, ograniczonymi do prze-

dziatu (¥y, ¥y + 2m). Symbol operatora fazowego dpp oznacza w sposob uproszczony:
3 — & — (&
by = by = (%0 )PB. (284)

Nowa cechg formalizmu Pegga-Barnetta jest sposdéb przejscia do granicy o +—
oo #, w mysl ktérego wszystkie obserwable powinny byé wyliczone w przestrzeni
skonczenie-wymiarowej W i dopiero wtedy mozna wyznaczy¢ granice o — 00.

Jako, ze stany fazowe ( 281) sg ortonormalne, tj. (0,,|0) = O, to k-ta potege

operatora fazowego Pegga-Barnetta ( 283) mozna zapisaé w prosty sposob,
By = S0 10,0 (285)
m=0
podobnie, w trywialny sposoéb wyznacza sie wartos¢ oczekiwang k-tej potegi Ppp:
LRI SEATOATY (256)
m=0

gdzie wielko$¢ |(9,,| f)|? okresla prawdopodobiefistwo znalezienia | f) w stanie fazowym
|Um)-
Po podstawieniu ( 281) i ( 282) do ( 283) mozna otrzymaé jawna postaé operatora

fazowego ®pp W reprezentacji fokowskiej [132]:

. om 27 expli(n — n")dg] [n)(n/|
o = 2
ppo= Yot TE a—l—1;,exp[i(n—n’)27r/(a+1)]—1’ (287)

43podkreslamy réznice miedzy: faza ¥y oznaczajaca poczatek przedzialu fazowego (282), a faza
0o = Arg ag

“ang. Pegg-Barnett limiting procedure
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skad tatwo wyznaczy¢ komutator 4°:

b2 N~ (=) explitn = )],
e il = 7 Y i - e (288)

Santhanam [284] oraz Pegg i in. [286] podali definicje operatoréw sprzezonych kano-
nicznie w przestrzeniach skonczenie-wymiarowych. Wedtug ich uogélnionych definicji,
operatory ®pp i 7 spelniajace zwigzek komutacyjny (288) (sic!) sa kanonicznie sprzezo-
ne, podobnie jak operatory kreacji i anihilacji, operatory potozenia i pedu, czy operator
katowy i operator kretu.

Stany fizyczne ¢ |p), wg definicji Pegga i Barnetta [246, 132], mozna rozumieé jako
stany o skonczonej energii, tj.

A

< 0

D,(i) = {|p>eH: LD dim (plilp) = Tim Zn’“bi<oo,} (289)

n=0

gdzie b, = (n|p), lub réwnowaznie, jako stany wlasne [a,a"| z wartoscig wlasna 1, tj.
Dya) = {Ip) € lim [a.a*]lp) = Ip) } (290)

Jesli ograniczy¢ rozwazania do analizy stanéw fizycznych, to wiekszo$¢ podstawowych
wyrazen w formalizmie Pegga-Barnetta mozna znacznie uprosci¢. Na przyktad, jak
pokazano w [132], komutator [@pB,ﬁ] przyjmuje prosta posta¢ podobng do ( 374).
Dodatkowe warunki ograniczajgce zbiér dopuszczalnych funkeji pozwalaja na zapisa-
nie komutatora ( 288) w postaci zblizonej do typowej kanonicznej relacji komutacji
(skrét stosowany w literaturze anglosaskiej CCR) 7. Po drugie, w przyblizeniu stanéw
fizycznych sume w réwnaniu ( 286) mozna zastapi¢ przez catke, gdy o w granicy dazy
do nieskonczonosci. Jako, ze gestosé stanéw réwna jest (o + 1)/2m, wyrazenie ( 286)
zapiszemy w postaci

Yo+27
<f’(i)llgB|f> = / deekPPB(9)7 (291)

Yo

45prosze zwrécié uwage na bledy w komutatorach (4.1) i (4.2) w [132]
46ang. physical states

4Tang. canonical commutation relation
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Ciagly rozktad fazowy Ppg(0) definiuje sie jako

1
PpB(¢9> = lim o+

o—o0 2T

(Dl I, (292)

gdzie dyskretna zmienna 1, zostaje zastapiona przez ciagta zmienng fazows 6.

Dla dowolnego stanu | f)

1f) = > baln), (203)

rozktad fazowy Pegga-Barnetta jest okreslony wzorem:

1
Pen(0) = - 1+ 2Re Y byb;, exp[—i(m —n)f] ¢ . (294)

W przypadku, gdy pole jest w stanie mieszanym opisanym macierza gestosci p, relacje

( 294) nalezy uogélni¢ do postaci

Ppg(0) = % {1 + 2Re Z Pmn €Xp[—i(m — n)@]} , (295)

m>n
gdzie pp, = (m|p|n) sa elementami macierzowymi w reprezentacji fokowskiej. Wzory
(1294) lub ( 295) moga by¢ wykorzystane do wyznaczenia rozktadéw Pegga-Barnetta
dla dowolnego stanu przy znajomosci amplitud b, lub elementéw macierzowych pyu,.
Wyrazenia ( 294) i ( 295) sa dokladne, ale tylko dla nielicznych stanéw moga by¢
zsumowane i zapisane w zwartej analitycznej postaci. Zwykle nalezy numeryczne zsu-
mowacé wyrazy, aby wyznaczy¢ rozktady fazowe. Taka metode zastosowano w analizie
wlasnodci fazowych wielu optycznych pol [25, 47, 64, 133, 197, 198], [287] — [302] (zob.
takze [232, 2306)).

Rozktad fazowy Pegga-Barnetta ( 294) lub ( 295) jest oczywiscie 2m-okresowy, do-
datnio okreslony oraz unormowany. Dla wszystkich stanow o macierzy gestosci diago-
nalnej w reprezentacji fokowskiej rozklad jest plaski w przedziale (¥g,Jg + 27). Wy-
tacznie elementy niediagonalne macierzy gestosci wnoszag swoj przyczynek do rozktadu
fazowego Pegga-Barnetta.

W paragrafach 7.2-7.4 pokazemy, ze jedno- i dwumodowe rozktady fazowe w opisie

kwantowych stanéw pél moga by¢ wykorzystane jako nowa reprezentacja, alternatywna
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do sparametryzowanych rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa (np. funkcji @, P i Wi-
gnera), uog6lnionych reprezentacji P i innych. Na przyktad, gdy pole jest superpozycja
N dobrze rozdzielonych stanéw koherentnych, to rozktad fazowy ma N maksiméw o-
pisujacych sktadniki superpozycji [60, 196]. Rozklady fazowe o dobrze rozdzielonych
maksimach pojawiaja sie takze w opisie generacji drugiej harmonicznej i drugiej sub-
harmonicznej [303], k-tej subharmonicznej (tj. wielofotonowym procesie obnizania cze-

stotliwosci) 48 [304] oraz innych procesach (vide [232] 1 [236]).

5.2 Zwiagzki miedzy rozktadami quasi-prawdopodobienstwa

a rozkladem Pegga-Barnetta

Podamy kilka relacji wiazacych rozkltady quasi-prawdopodobienstwa z rozktadem fa-
zowym Pegga-Barnetta. Podstawa naszych rozwazan beda zwiazki miedzy macierza
gestosci p a rozmaitymi rozkltadami.

Jesli skorzysta¢ z dobrze znanej relacji

b = / da|a)(a| P(a) (206)

oraz wzoru  (295), otrzymujemy w prosty sposéb relacje miedzy funkcja P

Glaubera-Sudarshana a rozktadem Pegga-Barnetta:

Pep(0,t) = sz/

Wzér  (297) jest szczegdlnym przypadkiem relacji  (16) Cahilla i Glaubera [8]

|m+n

exp[i(n —m)(0 — Arga) — |af?] P(a,t). (297)

dla s-sparametryzowanych rozktadéw quasi-prawdopodobiefistwa W) (o, t). W innym

szczegblnym przypadku, dla funkcji Wignera (s = 0), relacja dla (16) prowadzi do
P 6 . d2 m m‘ 2 nmenfm 4 2
re(0,1) = Z oy @la)" L (4lel%)
X exp[l(n —m)(0 — Arga) — 2|al?] W(a,t). (298)

Wzér ogblny wiazacy rozktady W) (a,t) (dla s > —1) i Ppp(6,t) na mocy (16) i
(295) podali Eiselt i Risken [305].

48ang. k-th subharmonic generation, k-photon/multiphoton down conversion
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Elementy macierzy p diagonalne w reprezentacji stanéw koherentnych w petni o-
pisuja macierz p. Inaczej mowigc, p mozna wyrazi¢ poprzez funkcje (). Wyznaczenie
relacji (16) dla s — —1 jest czesto bardzo skomplikowanym problemem (podobne za-
gadnienie przedstawiliémy w uzupehienie G). Eiselt i Risken zaznaczyli, ze ich wzor
nie jest stuszny dla funkcji @ (s = —1). Aby znalez¢ relacje miedzy rozkladami Q(a, t)
i Ppp(0,t) skorzystamy z innej zaleznosci p = f(Q) wyprowadzonej przez Lonke’go

[306] (cf. [9]). Po zastosowaniu wzoru (295) otrzymujemy:

1 m o *n
Pos(0,t) — %Z/dQQ/dQﬁ (a‘i‘ﬁ)ﬂisﬂ B)
x expli(n —m)f — |a* + af* — a* ] Q(a, t), (299)

lub w rownowaznej formie

Pep(0,1) = 1 + iReZ/an/d2ﬁ(o‘+ﬁ)m<0‘_5)*n

x expli(n —m)0 — |a]* + af* — a*F]Q(a, t). (300)

Jak juz wspominalismy innym dogodnym rozkladem quasi-prawdopodobienstwa jest
uogélniona reprezentacja P Drummonda i Gardinera [9] (uogdlniona funkcja P). Po-
szukiwany przez nas zwiazek miedzy P(a, 8%, t) a rozktadem fazowym Pegga-Barnetta

ma postac:

PPB et _ _Z/dQ /dzﬁ ‘Oé’ |Oé|

x explin(f — Arga) — 1m(9 Argf) — af*| P(a,B*,t). (301)

Macierz gestosci p ma wiele uogélnionych reprezentacji P. W przeciwienstwie do
s-sparametryzowanych rozktadéw quasi-prawdopodobiefistwa (w szczegdlnosci do
funkeji P), ktére jesli istnieja to sa jedno-jednoznacznymi reprezentacjami macierzy
p. Aby uniknaé tego problemu (pewne P(c, 3*) nie sa dodatnio okreslone) zwykle o-
granicza sie do wyboru kanonicznej postaci uogélnionej reprezentacji P, Peg,(c, 5%)

(vide [21, 22]). Oczywiscie, nasza relacja (301) jest stuszna réwniez dla P, (o, 5%).
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5.3 Rozklad fazowy Pegga-Barnetta dla stanéw

koherentnych w skonczenie-wymiarowej przestrzeni ¥

W tym paragrafie przedstawimy jeden z bardziej interesujacych wynikéw dysertacji
— jawng posta¢ stanéw koherentnych w przestrzeni skonczenie-wymiarowej W. Stany,
ktore sg analogiem glauberowskich stanéw koherentnych w zwyktej przestrzeni Hilber-
ta (§ 2.1).

Stany koherentne |a) sy, w (0 + 1)-wymiarowej przestrzeni ¥, wykorzystamy do
prawidtowej definicji ich rozkladu fazowego w formalizmie Pegga-Barnetta. W uzu-
petieniu F omowimy pokrotce rozktad liczby fotonéow koherentnych w przestrzeni .
Przedstawimy tylko te dwa przyklady zastosowania stanéw |a) ). Mozna przewidziec,
ze stany |a)(,)beda wykorzystane w konstrukeji skonczenie-wymiarowych funkeji @ i
funkcji Wignera (por. definicje Woottersa [307], czy tez Vaccaro-Pegga [308]).

Ogdlnie moéwigce, problem konstrukeji stanéw koherentnych w przestrzeni ¥ nie jest
tak prosty jak sie¢ moze wydawaé na pierwszy rzut oka, co ostatnio podkreslali m.in.
Knight z wspétpracownikami [40] oraz Zhang i in. [39]. Trudnos¢ polega na znalezieniu

jawnej postaci stanéw koherentnych |a)(,)w reprezentacji fokowskiej

ey = > CPn). (302)
n=0

Problem ten niedawno zostal postawiony przez Knighta i wspotpracownikow [40], kto-
rzy zaproponowali procedure numeryczna wyznaczenia wspotczynnikow . Autorzy
[40] jednak nie podali analitycznych wzoréw na wspdtezynniki Cl) 49 vy artykule [277]
podamy rozwiazanie tego problemu. Pewne wyniki przedstawimy w tym paragrafie oraz
uzupehieniu F.

W §2.1 podalismy za Glauberem [3] trzy definicje stanéw koherentnych. Uogélnienie
definicji 1 (20) na przypadek przestrzeni skonczenie-wymiarowej nie jest mozliwe, gdy

komutator operatora anihilacji i kreacji nie jest operatorem jednostkowym (lub jego

49 We are not able to express the coefficients [C’,(f)] obtained by this procedure in a closed analytical

form.” [40] str. 8084
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wielokrotnoscia) [37, 309, 38, 39]. Operator anihilacji w przestrzeni ¥ jest dany przez

a = exp(i@g)\/ﬁ
= 0N+ VRl + -+ Volo — o], (303)

co oznacza, ze komutator nie jest operatorem jednostkowym:
a,at] = 1— (o + 1)) (304)

Jak tatwo zauwazy¢, jedynym stanem wlasnym operatora anihilacji (303) jest stan
prozni |0) z zerowa warto$cia whasna. Zatem nie mozemy postuzy¢ sie definicja 1.
Odrzucamy tez definicje 3 (23), gdyz jest niejednoznaczna nawet w zwyktej przestrzeni
Hilberta H. Stany |a) ) definiujemy relacja 2 (21). Najczesciej te definicje wykorzystuje
si¢ konstruujac uogédlnione stany koherentne, a w szczegdlnosci stany w przestrzeniach
skonczenie-wymiarowych (vide e.g. [39]- [38] 1 [309]- [314]).

Stany koherentne na mocy definicji (21) mozna zapisaé nastepujaco

o) = > T, (305)
n=0
gdzie
T = aat —ata (306)

Operator T' w przestrzeni ¥ przedstawia sie jako skorniczenie-wymiarowa macierz

0 —a*V1 0 0
av1 0 —a*V/2 0

~
I

(307)
0 avo—1 0 —a*\o
0 0 an/o 0

Knight i in. [40] zastosowali numeryczna metode diagonalizacji tréjdiagonalnej macie-
rzy T (307) w celu wyznaczenia wspolezynnikow ) w (302). Nie znalezli jednak
analitycznych wyrazen okreslajacych . Ponizej przedstawimy inna metode kon-

strukcji stanéw |a) (o). Podamy analityczne wzory na Y, Oprécz tego wyprowadzimy
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proste wzory rekurencyjne umozliwiajace wyznaczenie CY) w sposob znacznie prostszy
niz procedura diagonalizacji macierzy T.
Wzér (305) w przestrzeni Hilberta H zapiszemy nastepujaco

oo [[n/2]]

Z Z ' Apm—or(—a) ™| |n — 2k), (308)

n=0 k=0

gdzie wspotczynniki d,, , maja postac
do = d) = (k> (n—k — 1), (309)
Dla prostoty zapisu stosujemy oznaczenie
ln) = Vnlln). (310)

Stany koherentne |a) ()W przestrzeni W zapiszemy w postaci analogicznej do (308):

00 [n/Q]]
= 3N D (e — 2). (311)
n=0 k=0
Jesli skorzysta¢ z warunku
atn) =0, gdy n+k>o, (312)

to wyrazenie (311) mozna zapisa¢ w postaci

g o0 1 n .
o) ZZ—, Ol ). (313)
k=0 n=Fk
Wspétezynniki d,, , w przestrzeni ‘H okreslamy wzorem rekurencyjnym
dnk = dnfl,kfl + (k + 1)dn71,k+1 (314>

z nastepujacymi warunkami brzegowymi

doo = 1, (315&)
d10 = O, (315b>
do,. = 0, gdy k>0. (315¢)
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Wzory (314) and (315a-c) prowadza do relacji (309). W szczegdlnosci mamy:
dp, = 0, gdy n # k(mod 2). (316b)

W analogiczny sposob znajdujemy wzory rekurencyjne na wspotczynniki d;? W prze-

strzeni W. Otrzymalismy
dil = A+ ket Dd7 (317)

z warunkami brzegowymi

dy = 1, (318a)
47 = o, (318h)
vn vk>min{¢7,n} dfla];;) = 0. (318C)

Warunek (318c) mozna zapisa¢ w innej postaci (dla k& > 0):

dff?m = di:;rk = 0, (319)
jak rowniez
dyp = d),, =0 (320)

Na mocy powyzszych relacji zauwazamy nastepujaca prawidtowosé, zedlan, k=0, ..., 0

wspotezynniki w przestrzeniach W i ‘H sg takie same:

dg:m)—kk = don—pk- (321)

Zastosowanie funkcji jednostkowej Heaviside’a (funkcji progowej) (vide uzup. F)

1 d >
u, =uloc —n) = gya_n’ (322)
0 gdy 0 <n
umozliwia zapisanie wzoru rekurencyjnego na wspotczynniki d,(;;) w postaci
i) = wd oy (Bt Duad) (323)
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z warunkami brzegowymi (315a-c), tj. identycznymi jak dla wspoélczynnikéw d,,j w
przestrzeni Hilberta H.
OtrzymaliSmy nastepujace rozwiazanie wzordéw rekurencyjnych (317)— (323):
ag d ag g (n_k)/2 d ag ag -1

dg = >0 (A7) I (A7 -a0) (324)

=1 =1

(1)
pod warunkiem, ze (n — k) jest dodatnia liczba parzysta. W pozostalych przypad-
kach wspoétezynniki dg;) znikaja. Wspoélcezynniki ﬁl(g) sg dodatnimi miejscami zerowymi

pierwiastkow kwadratowych wielomianéw Hermite’a:

[ 50
Hyi 517 =0 oraz A7 #0. (325)

Uzasadnienie tej relacji, a takze wzory okreslajace ﬂl(a) w przestrzeniach o malej liczbie
wymiaréw podamy w uzupelnieniu F'.

Warunek (325) mozna zapisa¢ w innej postaci dla pierwiastka :c,(:) = (ﬁ,ga))l/ 2 tj.
Heoii(2) = 0, (326)

gdzie skorzystaliSmy z definicji (zmodyfikowanych) wielomianéw Hermite’a He(x):

def

He,(z) 272 H, (277 z). (327)

Uwzglednimy wszystkie (réwniez zerowe i ujemne) pierwiastki zy. Rozwiazanie (324)
mozna zapisa¢ w postaci zwartej:

g

Hek(ml(a))
R0 +1) = [He, (2)7)]

(o) 0'!
dnk -

S (328)

gdzie xl(g) sq pierwiastkami (zmodyfikowanych) wielomianéw Hermite’a (326). Rownie
dobrze, rozwiazanie (328) mozna wyrazi¢ poprzez pierwiastki ﬁ,(f) (325).

Figurny, Ortowski i Wédkiewicz znalezli [346] wartosci wlasne skoficzenie-wymia-
rowych operatoréow kwadraturowych. Relacje (31) i (22) przedstawione w [346] maja
postac zblizona do naszego wzoru (328) z pierwiastkami x,(f) ( 326). Uzasadnienie tego

podobienstwa podamy w uzupelnieniu F.
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Wspébtezynniki 77(5) pojawiajace sie w wzorach (324) przyjmuja nastepujaca postaé

dlap=1,..0
p—1 1p+1 29 p1 Pqg—1 q—1
V= Z(—l)"( ) S S S T+ o+ pas — 20) (3292)
q=0 p1=1 p2=1 Pg=11=0
idlap=0:
7 = 40, = (ﬁz”)> : (329b)

W szczegdlnosci zauwazamy, ze wspotezynniki ,y((:f_)p’l przyjmuja najprostsza forme dla

p=o01i (o —1), manowicie

o= @) 330
Too = 711 B : (330)

Po podstawieniu rozwiazania (324) do (313) znajdujemy ogdlny wzor okreslajacy

stany koherentne w (o + 1)-wymiarowej przestrzeni W:

> C7m), (331)
n=0

OT(LU) — oo \/ﬁi%(;lf) (610))—71/2 U,(2 l(a)|a|,0)
X H <ﬁlg k(, ) + dom, (352)
l;tk

gdzie r = [[UTHH oraz U,(2z,0) oznacza funkcje Lommela dwoch zmiennych zdefinio-

wang nastepujaco [315]:

Uznt1(22,0) = (=)™ (sinx—

IMi

<_1)l> x21+1> ’ (333&)

(204 1)!

Usm(22,0) & (=)™ (cosx — 2_: ((;ll))' x2l> : (333Db)

1=0
Wzér (333b) nie okresla funkeji Lommela dla n = 0. Z uwagi na te swobode wyboru
definicji Up(2z,0), przyjmujemy:

Up(22,0) = cos(xz) — 1 = 2sin*(x/2). (334)
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Oczywiscie, definicje funkcji Lommela ( 333a-b) i (334) mozna zapisaé¢ jako jedno wy-
razenie obejmujace funkcje o n parzystym, nieparzystym i rownym zero.

Jedli o jest liczba pierwsza, to wspdlezynniki (332) mozna zapisaé w prostszej po-
staci

—n/2

C,,(la) _ einao mz,yr(:l’) (ﬁl(0)>
=1

X €OS ( ﬂl(a)|oz| - n%) H (51(0) — ﬂ,(f)>l . (335)

k=1
£k

Wzory (332) i (335) mozna zapisaé¢ w zwartej postaci
o = - +' : WZexp{ (0 = m/2) + 2 |al]}

x He, (z\7) [Heg(x,g N2, (336)
gdzie xl(f) sa pierwiastkami wielomianéw Hermite’a (326).
Na mocy samej konstrukcji stanow |o),)sa spelnione nastepujace wlasnosci: (i)

w granicy, gdy warto$¢ o dazy do nieskonczonosci, skoniczenie-wymiarowe stany

|a) (ryprzechodza w zwykle glauberowskie stany koherentne |a)

lim |a) ) = |o) (337)

g—00

oraz (ii) dla dowolnej wartosci o stany |a) ()53 unormowane
@) = 1 (338)
Jako, ze komutator (304) nie jest operatorem jednostkowym, to zachodzi nieréwnosé
) (A N|a) (o) # . (339)

Szczegdlne przypadki stanéw koherentnych |a)(,yw przestrzeniach o o = 2,3,4,5 wy-
miarach podamy w uzupetieniu F. Tamze przedstawimy wiecej szczegdtow konstrukeji
stanéw |) (). Zajmiemy sie¢ obecnie okresleniem wtasnosci fazowych stanéw koherent-

nych w przestrzeniach W.
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Barnett i Pegg [247] badali wlasnosci fazowe stanéw koherentnych. Ich analiza nie

jest jednak w pelni logiczna. Korzystali bowiem z nastepujacego rozktadu fazowego

: (340)

P(in) = o {Omla)eo”
co oznacza, ze analizowali glauberowskie (tj. nieskoniczenie wymiarowe) stany kohe-
rentne |a) = |Oé>(oo) w skonczenie-wymiarowej przestrzeni W. Ta uwaga dotyczy nie
tylko wlasnosci fazowych stanéw koherentnych, ale wiekszosci stanéw analizowanych
przez Pegga i Barnetta oraz ich nastepcéw (obszerna bibliografie mozna znalezé w
(232, 234]). Pewnym uzasadnieniem stosowania rozktadu (340) jest mozliwo$¢ wyboru
dostatecznie duzej wartosci o, aby zostal spelniony warunek Cauchy’go:

vV 3 d
L= COP <« (341)

€ g
n=0

Jednak z formalno-logicznego punktu widzenia istotne jest okreslenie stanéw w prze-
strzeni ¥ dokladnie speliajacych warunek unormowania (338)

g

v Y|P = 1 (342)
g

n=0
Na rys. 21 wida¢, ze w miare wzrostu wartosci o réoznice miedzy stanem koherentnym
|v) (o)W przestrzeni W i glauberowskim stanem koherentnym |a) w H maleja. Jednak
réznice moga by¢ istotne gdy |a| > o.

Znajac stany koherentne |a) () (331) w reprezentacji fokowskiej z jawnie wyznaczo-
nymi wspétezynnikami superpozycji  (336), mozemy wyznaczy¢ analitycznie i nume-
rycznie ich wlasnosci fazowe w przestrzeniach (o + 1)-wymiarowych ¥ korzystajac z

dyskretnego rozktadu fazowego Pegga-Barnetta

PWn) = | 0nlt®))w]. (343)

Stan  koherentny |a),)(w szczegélnosci  |ag)) jest przykladem tzw. sta-

5

nu pseudo-fazowego *° . Wybieramy poczatkows wartoéé ¥y w sposéb dogodny dla

50thumaczenie ad sensum ang. partial phase state, termin zostal wprowadzony przez Pegga i Barnetta

[132]
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ol

Rys. 21:
Zalezno$¢ stanow koherentnych |«) ) od wymiaru przestrzeni o (0=1-5),
przedstawiona jako modul (w kwadracie) iloczynu skalarnego stanéw |a) (o)
i]a).

stanéw pseudo-fazowych [132]

o

Jo = 6Oy — . 344
0 0~ I 17T (344)
Jesli wprowadzi¢ nowa numeracje p = m — 0 /2, to otrzymamy
27 o o
_ 0 = —— ... = 345
o o+ 1/'1’ + 05 w 27 ) 9 ( )

Wowczas rozktad fazowy Pegga-Barnetta (343) przyjmuje postaé symetryczna wzgle-
dem p:

P(ﬁu) = |(U)<19u|o‘>(cr)|2

o n—1
1
_ (o) (o) _
= - 1{14—25 E |Cr7]|C | cos [(n k)ﬂ#}}. (346)

n=1 k=0

W granicy, gdy o dazy do nieskonczonosci, nalezy wprowadzi¢ ciagla zmienng fazowa

zamieniajac ¥, przez 0 oraz 27 /(o + 1) przez df. Po przejsciu do granicy otrzymujemy

] |
lim P(9,) = lim 2"

o—00 o—00 27T

P,) = P(9) (347)

ciagly rozklad fazowy Pegga-Barnetta P(f) dla glauberowskich stanéw koherentnych.
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Rys. 22:

Dyskretny rozktad fazowy Pegga-Barnetta P(9,) w (o + 1)-wymiarowych

przestrzeniach ¥ dla stanu koherentnego o o = 2.
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Rys. 23:

Rozklady fazowe Pegga-Barnetta dla stanu koherentnego o a = 2: dyskret-
na funkcja P(9,) w (o + 1)-wymiarowych przestrzeniach ¥ w poréwnaniu
do ciagtej funkcji P(0) w zwyklej przestrzeni Hilberta.
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Na rys. 22 przedstawiliSmy dyskretne rozktady fazowe Pegga-Barnetta P(J,) dla
stanu koherentnego |) )z amplitudy |o| = o = 2 w przestrzeniach ¥ o wartosciach o
=5, ..., 0. Z uwagi na warunek unormowania

/2

Y P, = 1, (348)

p=—0c/2

maksymalne wartosci rozktadéow P(1,,) (dla réznych o) znacznie sie miedzy sobg réznia.
W celu unikniecia powyzszej trudnosci, a tym samym w celu bezposredniego porow-
nania dyskretnych rozktadéow fazowych z rozkladem ciggltym P(6,), wykorzystaliSmy
relacje (347).

Na rys. 23 przedstawiliémy dyskretna funkcje P(9,), tj. przeskalowany rozklad
P(¥,), w poréwnaniu do ciaglego rozktadu P(f) dla tych samych przypadkéw co na
rys. 22. Wprowadzenie miary (czynnika skalujacego) % do P(?,) jest dogodnym

zabiegiem matematycznym. Na wykresach dobrze wida¢, ze w miare wzrostu wartosci

o réznice miedzy rozkladami w przestrzeniach ¥ i H maleja, jesli tylko o > |af?.

6 Rozklad fazowy Garrisona-Wonga

W tym rozdziale oméwimy formalizm fazowy Garrisona-Wonga [238], zwany réw-
niez formalizmem Garrisona-Wonga-Galindo (vide [239, 240, 235]). W paragrafie 6.1
podamy podstawowe definicje hermitowskiego operatora fazy oraz rozktadu fazowego
w ramach formalizmu Garrisona-Wonga. Znajdziemy rozwiazania rownan iteracyjnych,
co znacznie upro$ci metode wyznaczania rozktadu fazowego Garrisona-Wonga. Poka-
zemy rownowaznosé formalizméw Popova-Yarunina [241, 242] i Garrisona-Wonga. W
paragrafie 6.2 poréwnamy explicite formalizmy Pegga-Barnetta i Garrisona-Wonga w
og6lnym przypadku, jak réwniez na przyktadzie wtasnosci fazowych konkretnych kwan-
towych pél optycznych. Wyniki paragrafu §6.2 opublikowalismy w [133]. Uwazamy, ze
analiza poréwnawcza formalizmoéw fazowych Pegga-Barnetta i Garrisona-Wonga jest

istotnym wynikiem dysertacji.
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6.1 Formalizm Garrisona-Wonga:

hermitowski operator fazy

Garrison i Wong [238] zdefiniowali hermitowski ® operator fazowy ®gw korzystajac
z relacji:

Yo+27

(glbawlf) = / a0 g* (%) 0 f () (349)

Jo
stusznej dla dowolnych funkcji g i f nalezacych do przestrzeni Hilberta H? okreslo-
nej na jednostkowym dysku w plaszczyznie zespolonej. Nieznacznie zmodyfikowaliSmy
oryginalng definicje Garrisona i Wonga zezwalajac na dowolnos¢ wyboru przedziatu
fazowego (g, ¥y + 27) oraz zmieniajac znak wyrazenia ( 349) wzorujac sie definicja
operatora fazowego Pegga-Barnetta. Iloczyn wewnetrzny w H? jest zdefiniowany na-
stepujaco

Jo+27

W = [ g e (350)

Yo

Wartoséé graniczng f okredla zbiezny szereg Fouriera
f(e—ie) — Z fn 6—’in67 (351)
n=0

nie zawierajacy wspotczynnikéw f, z ujemnym n.
Popov i Yarunin [241] (cf. [242, 318]) zdefiniowali hermitowski operator fazy ®py,
jako funkcje ,wykltadniczych” operatoréw fazowych E. Susskinda-Glogowera [237]:

Ppy = Yo+ 71+ i [In(1—e"E,) — In(1l—e E_)] : (352)
Operatory E_ i B, = (E_)" sg zdefiniowane przez operatory anihilacji a i kreacji a*:

E. =aata)™'?, B, = (ata)?at, (353a)

5lnterpretacja fizyczna wymaga, aby operatory przyporzadkowane wielkoéciom fizycznym byty sa-
mosprzezone. Stad tez w mechanice kwantowej zwyklo sie utozsamiaé¢ pojecia hermitowskosci i samo-

sprzezonosci. Bedziemy stosowaé te niewlasciwa (w sensie matematycznym) konwencje [316, 317].
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[EL, E@ — |0)(0], (353b)

gdzie |0) jest stanem prozni. Definicja ( 353a) jest niejednoznaczna, gdyz zbiér wartosci
wlasnych operatora n = a*a zawiera réwniez zero. Korzystajac ze znanej wlasnosci

operatorowej [19] wzoér ( 353a) mozna zapisa¢ w innej postaci
E_ = (ata+1)""%a, B, = at(ata+1)7Y2 (353¢)
ktora jest jednoznaczna dla n = 0.

Rozwazmy ,stany fazowe”

o0

1
0 = —— exp(ind) |n), 354
0) = = D explind) o (354
ktore sg stanami wtasnymi operatora E,,
E,\6> = exp(ib)|0) , (355a)

Oczywiscie, zachodzi tez podobny zwiazek dla E+:
0| E. = exp(—ib) (0] (355h)

Stany ( 354) nie sg ortogonalne, ale spetniaja regule zupetnosci
do+2
/ do |6y = 1. (356)
Yo
Podstawiajac ( 355a-b) i ( 356) do definicji ( 352) otrzymujemy inny wzoér okreslajacy
operator fazowy Ppy:

Jo+27
ci)PY = Yo+ 1+1 / de |6) (] {111[1 —e_i(e_ﬁo)] — In[1 — ei((’—ﬁo)]}

Yo
Yo+27

- / d910)6(6). (357)
)

Pragniemy zwré6cié uwage na fakt, ze stany ( 354) nie sa stanami wlasnymi Dpy.
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Z ( 357) otrzymujemy relacje

Yo+27

(glBoylf) = / a6 {g16)6101 ). (358)

Yo
ktéra odpowiada definicji ( 349). Aby te réwnowaznosé pokazaé explicite, rozwazmy

stany pola |f) w reprezentacji fokowskie;

1y = D faln). (359)

Funkcje
O = Fe) = fae™™, (360)
n=0

maja wowczas taka sama postaé jak ( 351), zatem operatory fazowe ( 349) i ( 352) sa

rownowazne
dow = Ppy. (361)

. Do podobnego wniosku doszli Alimov i Damaskinsky [243]. Trzeba jednak pamietaé
o dziedzinie okreslonosci operatora Garrisona-Wonga. Powr6cimy jeszcze do tego za-
gadnienia. Dla prostoty, w dalszym ciggu bedziemy stosowa¢ terminologie: operator
fazowy Garrisona-Wonga, rozklad fazowy Garrisona-Wonga, itd.

Jako, ze stany ( 354) nie sa ortogonalne to :

Jo+27

by £ [ dO6k|0)0] (k> 1), (362)
)
N 190+27T
(flokwlf) # [ 08N (k> 1), (363)

Oznacza to, ze funkcja fazowa [{6]f)|* nie moze by¢ interpretowana jako rozklad fazo-
wy. Aby skonstruowac rozktad fazowy Garrisona-Wonga nalezy wyznaczy¢ nastepujaca
wielkos¢

2

Pow(0) = lawlf]f))® = : (364)

> fuawlO]f)
n=0
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gdzie |0)gw jest wektorem whasnym operatora ®gyw. Dla stanéw mieszanych, opisanych
macierza gestosci p, wzér ( 364) uogdlnimy do postaci

o0

Paw(0) = > aw(Olm) aw(Oln) pmn (365)

n,m=0
Funkcja gw(f|n) ma skomplikowana strukture [238, 241, 242], ale moze by¢ obliczona

ze wzordéw rekurencyjnych wyprowadzonych przez Garrisona i Wonga [238]:

B 1/2
awldln) = {l sin (9 790)} 6a(0), (366)
s 2
gdzie, dlan > 1:
n—1
m
m=0
1 ’190+27T 1
_ o nd [ indg infd
T(0) = o / df In |0’ —6|e 5 [ 4+ &™), (368)
Yo
oraz dla n = O:
do(0) = e 0O, (369)
1 1
7(0) = 5t = (27 + Yo —0) In(2m + Yo — 0) + (0 — ) In(f — )] .(370)

Znalezlidémy rozwigzanie wzoru rekurencyjnego ( 367) w postaci

6u0) = 0 3 [ m) (371)

{(niym;} i=1
gdzie sumowanie przebiega po wskaznikach {n;,m;} speliajacych warunek
Zle n;m; = n. Okazuje sie, ze catke we wzorze ( 368) tez mozna wyliczy¢. Skorzystamy
z funkcji wyktadniczej catkowej Ei(z) [319, 134]. Po przeksztalceniach otrzymalismy

wyrazenie

1 indo 2 .
Tn(0) = 5 e {ln <9_190 1) 171}

+ei"9<Ei[in(27r + 09 — )] — Ei[—-in(0 — 190)])}. (372)
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Funkcje Ei(x) mozna wyrazi¢ w postaci szybko zbieznych szeregéw, co znacznie utatwia
numeryczne wyznaczenie Pow (0). Wzor ( 372) mozna tez wyrazi¢ w prostej formie po-
przez cosinusy i sinusy catkowe lub zupetna funkcje wykladnicza catkowa Ein(x). Wyra-
zenia ( 366), ( 370)—( 372) wykorzystamy w obliczeniach rozktadu fazowego Pgw(0) dla
kilku konkretnych stanéw pola. Nawet powierzchowna analiza tych wzoréw wskazuje
na istotne réznice miedzy rozktadami Garrisona-Wonga i Pegga-Barnetta.

Po podstawieniu ( 354) do ( 357) i scatkowaniu po 6, operator fazowy

Garrisona-Wonga mozna wyrazi¢ w reprezentacji fokowskiej:

bow = do + 7w+ Y | (71<_n"_)i°%’ ] (373)
n#n/

co bezposrednio prowadzi do komutatora
[Dew,ata] = —i(1— [0) (Vo)) (374)

Zatem kanoniczne reguty komutacji (CCR) w sensie Weyla nie sa spetnione. Operatory:

fazowy daw i liczby czastek n s zmiennymi kanonicznymi jedynie na zbiorze gestym

Q = {|f>€D {00lf) = 2 foe —m%—o} (375)

gdzie D(n) jest dziedzina operatora n. Inaczej méwiac, operatory dow i n spetniaja

CCR w sensie Heisenberga

(gl[@cw, Al f) = —ilglf), (376)
lub
[@aw,nllf) = —ilf), (377)

gdzie |g) € D(n) i |f) € Q. Réwnowaznosé ( 376) i ( 377) wynika z faktu, ze Q jest

zbiorem gestym.
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6.2 Poréwnanie rozkladow Pegga-Barnetta

i Garrisona-Wonga

Formalizm Pegga-Barnetta (PB) w paragrafie 5.1 oraz formalizm Garrisona-Wonga
(GW) w paragrafie 6.1 przedstawilismy w taki sposob, aby podkreslié¢ réznice i podo-
bienstwa miedzy nimi. PrzeciwstawiliSmy wyrazenia na: operatory fazowe dpp ( 283),
(1287) i Dgw ( 357), ( 373); k-te potegi operatoréw Py ( 285) i Ok, (362); wartodci
oczekiwane (BEg) (1 286), ( 291) i (®k,) ( 358), ( 363); komutatory [®pp, 7] ( 288)
i [Daw,n] ( 374)-( 377); oraz rozktady fazowe Ppp(0) ( 292) i Paw(6) ( 364).

Latwo zauwazy¢, ze w granicy o — oo operator fazowy ®pp ( 287) przechodzi w

operator ®aw( 373):
(i)GW = lim (i)pB. (378)

Jednak, pomimo tej relacji, dwa formalizmy Pegga-Barnetta i Garrrisona-Wonga pro-
wadzg do innych wynikow fizycznych. Przyczyng tych roznic jest nieprzemienny cha-

rakter operacji przejécia do granicy o — 0o i wyznaczania wartoéci oczekiwanych

(flimgoopp)) 7 limg oo (f(Dpn)), (379)
Garm’so;:—Wong Pegg—Earnett

gdzie f (@pB) jest dowolng funkcja operatora fazowego. W zaleznosci od tego w jakiej
kolejnosci dokonamy tych operacji, otrzymujemy inne wyniki.

Przedstawimy explicite réznice miedzy formalizmami PB i GW na konkretnych
przyktadach. Obliczymy wariancje i rozktady fazowe dla stanéw fokowskich, koherent-
nych oraz prozni ScieSnionej. Aby wyznaczy¢ wariancje ((A&DGW)Q) obliczymy wpierw
kwadrat operatora ®qyw ( 373):

n

N 72 > 1
By = T+ S melY 5
n=1

k=1

oy U (nfn,— > %) () o] + )], (350)

n—n'
n>n' k=n'+1
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stuszny przy szczegblnym wyborze przedziatu fazowego (9o, Jg + 27) = (=7, 7). Roz-

wazmy stan pola |f) w reprezentacji fokowskiej
1) = > bae™n), (381)

gdzie wspotezynniki b, sg rzeczywiste. Wariancja fazy dla tego stanu jest dana przez

(Adew)?) = (Pgw) — (Pow)
w2 o 1
= €+ E by, 2 (382)
(1) 2 "1
2 — - ,.
* Z n—n' n—n' Z k bubn
n>n’ k=n'+1

Dla prostoty przyjelismy ¢ = 0. Zgodnie z procedura Pegga-Barnetta, wg ktorej war-
tosci oczekiwane nalezy obliczy¢ przed wyznaczeniem granicy o — oo, wariancja fazy
((Adpg)?) jest réwna [247):

(Adpp)?) = lim [(PPg) — (Ppp)?]

2 (_1)(nfn’)
= —+ 4 —————bybyy. 383
3 * wzn/ (n —n')? (383)
Nawet powierzchowna analiza wzoréw ( 382) i ( 383) prowadzi do wniosku, ze wariancje
PB i GW sg rozne.
Dla stanu fokowskiego |f), dla ktérego by = d,x, wariancja ( 382) redukuje sie do
funkcji

71.2

(Adaw)?) = = +

- (384)

~ 1
ﬁ.
k=1
Widaé, ze ( 384) przyjmuje rézne wartosci dla réznych n: dla prézni (n = 0) jest réwna
72/6, a w granicy n — oo dazy do 7?/3. Ten wynik znacznie rézni sie od wariancji
fazy w ujeciu Pegga-Barnetta, ktéra jest stala réwna 72/3 dla dowolnego stanu |n).
Innymi stowy, w formalizmie PB wszystkie stany fokowskie sa o nieokreslonej fazie,

natomiast w formalizmie GW zaden ze stanéw fokowskich (nawet préznia) nie ma

losowej fazy. Na rys. 24 przedstawiliSmy wariancje fazy, otrzymane w ujeciach GW
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Rys. 24:

Wykresy wariancji fazy Pegga-Barnetta ((A®pg)?) (linie ciaggle) i fazy
Garrisona-Wonga ((A®gw)?) (linie przerywane) w zaleznosci od n dla sta-
néw fokowskich.

i PB dla stanéw fokowskich, w zaleznosci od liczby fotonéw n. Wariancja fazy GW
zmierza asymptotycznie (dla duzych n) do wartosci w2/3.

Dla stanéw koherentnych wspotezynniki rozwiniecia b, ( 381) sa réwne

by = exp(—|af®/2) (385)

gdzie (n) = |al? jest $rednig liczby fotonéw [a = |a]exp(if)]. Zalozyliémy réwniez, ze
6 = 0. Na rys. 25 wariancje fazowe dla stanéw koherentnych sa wykreslone wzgledem
sredniej liczby fotonow (n). Widadé, ze jesli (n) wzrasta, to réznica miedzy wariancjami
maleje, tj. dla (n) > 1 dwa formalizmy fazowe daja wyniki nierozréznialne. Jednak dla
(n) ~ 1 réznice sa istotne.

Wariancje fazowe dla stanéw koherentnych wzgledem $redniej liczby fotonéw przed-
stawilismy na rys. 25. Oczywiscie nasze wyniki mozna by wykresli¢ na rys. 20 przed-
stawiajacym dane doswiadczalne Gerhardta i in. [254, 255]. Jednak nie dokonamy
tego poréwnania, z uwagi na wyjatkowo mala liczbe danych pomiarowych (4 punkty)
o duzych niepewnosciach. Niemniej znanych jest wiele prac (np. [254], [257]- [264]), w
ktorych fluktuacje fazowe stanow koherentnych badano w ramach réznych formalizmow

fazowych, a wyniki por6wnywano z danymi do$wiadczalnymi Gerhardta i in. [254].
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Rys. 25:
Wykresy wariancji ((Adpg)?) (linie ciagle) i ((Adgw)?) (linie przerywane)

w zaleznodci od sredniej liczby fotonéw (n) dla stanéw koherentnych.

Rozwazmy jeszcze szczegdlny przyktad idealnego stanu $ciesnionego — proznie Scie-

$niona, dla ktérej wspoétezynniki b, sa zdefiniowane nastepujaco [29]

(0" vl 1 n/2
b — ] Vesnr Gy (3 tanh 7)™, parzyste 56
0, n nieparzyste.

Wariancje dla prézni $ciesnionej sa wykreslone wzgledem parametru $cie$niania na
rys. 26. Asymptotycznie, dla duzych r, obydwie wariancje ((A®pg)?) i ((Adgw)?)
daza do m%/4, ale dla malych r (w szczegdlnosci dla prozni — r = 0), znacznie sie
rozniag. Oznacza to, ze nieoznaczonos¢ operatora PB jest wieksza od nieoznaczono$ci
operatora GW. Aby wyjasni¢ przyczyne tej rozbieznosci przeanalizujmy jeszcze raz
rozktady fazowe w obu ujeciach.

Rozktad fazowy Pgw(f) dla stanéw fokowskich moze by¢ wyznaczony ze wzoréw
( 364)—( 370), a przyklady takich rozkladéw zostaly podane w artykule Garrisona
i Wonga [238]. Na rys. 27 przedstawiliémy kilka rozkladow Pgw(0) dla stanéw fokow-
skich. Garrison i Wong zauwazyli, ze rozktad fazowy wykazuje oscylacje o n+ 1 maksi-
mach dla stanu n fotonowego. Nawet dla prozni rozktad posiada maksimum. Oznacza

to, ze proznia jest anizotropowa, tzn. ma jakas wyrézniona faze. Przyczyna tej anizotro-
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Rys. 26:

Wykresy wariancji ((Adpg)?) (linie ciagle) i ((Adgw)?) (linie przerywane)
wzgledem parametru $cie$niania r dla prozni $cie$nione;j.

pii jest znikanie rozktadu fazowego GW na krancach przedziatu (dg, 9o+27) = (—m, ),
co z kolei jest wnioskiem wyptywajacym z zadania, aby komutator operatorow: liczby
fotonéw i fazy ( 377) byt réwny —i (tj. f(e?”) = 0). W ten oto sposéb, narzucajac
warunki brzegowe na operator fazowy wprowadzamy anizotropie do rozktadu fazowego.
W podejsciu PB faza dla wszystkich stanow fokowskich jest rozlozona réwnomiernie
nie wykazujac zadnej anizotropii w rozktadach fazowych. Aby lepiej ukazaé anizotropie
pojawiajaca sie w ujeciu GW, na rys. 28 przedstawilismy wykresy biegunowe rozktadow
fazowych dla kilku stanéw fokowskich. Rozktad Ppg(f) jest oczywiscie izotropowy. Sy-
metria rozktadu fazowego GW jest niezgodna z symetrig s-sparametryzowanych rozkta-
dow fazowych, czy tez s-sparametryzowanych rozktadow quasi-prawdopodobienstwa
(w szczegblnosci funkcjami @ 1 W). Zostawmy problem otwarty, czy anizotropia jest
wynikiem czysto matematycznym, czy tez ma znaczenie fizyczne.

Na rys. 29 pokazaliémy rozktady fazowe dla kilku stanéw koherentnych o réznych
srednich liczbach fotonéw. Po raz kolejny widaé, ze rozktady fazowe GW sg wezsze od
odpowiadajacych im rozktadow PB. Wida¢ takze, ze te réznice szybko zanikaja, gdy

srednia liczba fotondéw wzrasta. W przypadku stanéw koherentnych réznice miedzy
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Rys. 27:

Wykresy rozktadéw fazowych Ppg(6) (linie ciagle) i Pow(0) (linie przerywa-
ne) w ukladzie kartezjanskim dla stanéow fokowskich |n) = |0), [1),]2), |4).
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Rys. 28:

Jak na rys. 27, ale w uktadzie biegunowym.
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Rys. 29:

Wykresy rozktadéw fazowych Ppgp(f) (linie ciagte) i Pow(0)
wane) dla stanéw koherentnych o $éredniej liczbie fotonéw (
(a) w uktadzie kartezjanskim i (b) w ukladzie biegunowym.

{
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Rys. 30:

Tak jak na rys. 29, ale dla stanéw prézni $ciesnionej, gdy r = 0.1, 1.

rozktadami GW i PB sg mniej widoczne niz dla stanéw fokowskich, gdyz maksimum
wystepuje w obydwu funkcjach oraz zerowanie sie rozktadu GW na krancach przedziatu
fazowego ma mniejsze znaczenie.

Rozktady fazowe dla prézni Sciesnionej przedstawiliémy na rys. 30. W rozktadach
fazowych Pow(0) 1 Ppp(6) pojawiaja sie po dwa maksima. Wraz ze wzrostem parametru
Scieéniania r, daza do dwu funkcji delta Diraca w punktach = 4+ /2. Rozwazmy syme-
trie rozktadow fazowych bardziej wyeksponowana w uktadzie biegunowym. Jak widac
z rys. 30b, rozklad Pgw(f) jest asymetryczny w poréwnaniu do eliptycznego ksztal-
tu przekrojow funkcji @ dla tych stanow. Na rys. 30b zwiekszylismy skale wzdtuz osi

poziomej, aby wyeksponowa¢ te asymetrie. Rozktad fazowy Pegga-Barnetta wykazuje
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dwukrotng symetri¢ rotacyjna. To jest w petnej zgodzie z symetria sparametryzowanych
rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa W) dla tych stanéw, jak pokazalismy w [64]
(zob. paragraf 7.2). W szczegélnosei jest zgodna z symetria funkeji @ [29, 320, 321].

Powyzsze przyktady pokazuja, ze rozktady fazowe w formalizmie Garrisona-Wonga
sg zawsze wezsze od odpowiadajacych im rozktadéw w formalizmie Pegga-Barnetta.
To réwniez oznacza, ze wariancje fazowe ((Adqw)?) beda mnicjsze od ((Adpg)?).
Przyczyna tego zwezenia rozktadéw jest warunek (Jo|f) = 0 (375) narzucony na
komutator ( 374), co prowadzi do zerowania sie rozktadéw fazowych na krancach prze-
dziatlu, Pow(¥y) = Paw (Yo + 27) = 0. Aby zachowaé¢ unormowanie Pgw () musi poja-
wic¢ sie maksimum nawet dla stanu prozni. Ten warunek narzuca anizotropie¢ rozktadu
fazowego, co jest w sprzecznosci z symetrig funkcji fazowych obliczonych z sparame-
tryzowanych rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa W), w szczegdlnosei z funkeji @
i Wignera.

Wiegkszo$¢é wynikéw zamieszczonych w tym paragrafie opublikowalidmy w [133]. Do

podobnych rezultatéow doszli, niezaleznie od nas, Barnett i Pegg [322].

7 Sparametryzowane rozklady fazowe

W tym rozdziale oméwimy rozklady fazowe przyporzadkowane s-sparametryzowa-
nym rozktadom quasi-prawdopodobienstwa, zwane przez nas s-sparametryzowanymi
rozkltadami fazowymi lub s-sparametryzowanymi marginalnymi rozktadami quasi--
prawdopodobiefistwa 2. Takie rozklady fazowe otrzymamy w wyniku catkowania roz-
ktadéw quasi-prawdopodobiefistwa W) po zmiennej ,radialnej”.

W celu opisania stanéw fizycznych, stosujac terminologie Pegga i Barnetta [132],
mozna wprowadzi¢ ciggly rozktad fazowy. Taki rozktad powinien byé¢ znormalizowa-
ny i 2m-okresowy, aby prawidtowo mogt opisywaé wlasnosci fazowe pola. Niemniej,

s-sparametryzowane rozktady fazowe sg rowniez unormowane i 2m-okresowe. Pojawia

5Zang. s-parametrized phase distributions [associated with s-parametrized quasi-probability distri-

butions]|, [s-parametrized| marginal [quasi-probability] distributions, integrated distributions, itd.
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sie interesujace pytanie, do jakiego stopnia sparametryzowane rozktady fazowe przy-
blizaja rozktad Pegga-Barnetta? W rozdziale 7 omowimy ten problem.

W paragrafie 7.1 przedstawimy jeden z wazniejszych wynikéw dysertacji — ogdlne
wzory na sparametryzowane rozktady fazowe. W paragrafie 7.2 poréwnamy sparame-
tryzowane rozktady fazowe z rozktadami fazowymi Pegga-Barnetta dla kilku konkret-
nych stanow pol: standéw koherentnych, idealnych stanéw Sciesnionych oraz przesunie-
tych stanow fokowskich. W paragrafie 7.3 wyznaczymy sparametryzowane rozklady
fazowe dla modelu oscylatora anharmonicznego. Pokazemy, ze rozktady fazowe dobrze
opisuja dyskretne superpozycje stanéw koherentnych. W paragrafie 7.4 udowodnimy, ze
sposrod sparametryzowanych rozktadow fazowych, marginalna funkcja Wignera najle-
piej przybliza rozktad fazowy Pegga-Barnetta w opisie propagacji silnego pola o matej
dyspersji w osrodku kerrowskim. W uzupetnieniu G wyznaczymy marginalng funkcje
P dla stanéw koherentnych wychodzac z naszych ogélnych wzoréw na sparametryzo-
wane rozktady fazowe. Pokazemy tym samym shusznos¢ naszych wzoréw na rozktady
marginalne w przypadku granicznym, gdy s = 1.

Rozktady fazowe przyporzadkowane rozktadom QPD byty wykorzystane w analizie
whasnosci fazowych réznych stanéw pola, m. in. przez Schleicha i in. [323]- [326], Tana-
sia ze wspotpracownikami [60, 47, 49], Garrawaya i Knighta [327, 328] oraz Agarwala i
in. [329]. Wiekszos¢ wynikow z paragraféw 7.1 1 7.2 zamiedcilismy w artykule [49]. Re-
zultaty z paragrafu 7.3 w szczegdlnym przypadku — dla marginalnej funkeji ), redukuja

sie relacji, ktore przedstawiliémy w artykule [60].
7.1 Ogolne wyrazenia na
sparametryzowane rozklady fazowe

Rozpoczniemy rozwazania od przypomnienia definicji sparametryzowanych rozkta-
dow quasi-prawdopodobienstwa przedstawionych w paragrafie 1.1. Ograniczymy sie do

przypadku pél jednomodowych oméwionego przez Cahilla i Glaubera [8]. Jednomodowa
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relacje (17) w reprezentacji fokowskiej mozna wéwcezas zapisaé w prostszej postaci:

WO(@) = 3 pun{nlTO(@) )

2@2 TL' 1/2 9 m—n-+1 S+1 n
()2 () (75) () e

) 4| er|?
% efz(mfn)e‘oé‘mfnanfn (1 ‘_Oé|52> ’

gdzie operator T®) () zdefiniowany jest wzorem (13). W (387) pojawia sie faza zespo-
lonej liczby a:

a = |ale” (388)
Faza 0 bedzie traktowana jako wielko$¢ opisujaca faze pola. Podkreslmy raz jesz-
cze, ze w trzech szczegdlnych przypadkach, gdy s = 1,0,—1, s-uporzadkowane i-
loczyny kreacji i anihilacji upraszczaja si¢ do porzadkow: normalnego, symetrycz-
nego i antynormalnego. Rozklady quasi-prawdopodobienstwa pozwalajace bezpo-
$rednio wyznaczy¢ Srednie tak uporzadkowanych operatoréw a™ i a sa odpo-
wiednio funkcjami: P Glaubera-Sudarshana, W Wignera oraz () Husimi’ego. Je-
&li scalkujemy rozklad quasi-prawdopodobienistwa W) (a) po zmiennej radial-
nej” |a|, to otrzymamy ,rozklad fazowy” przyporzadkowany temu rozkltadowi

quasi-prawdopodobienstwa. s-Sparametryzowane rozktady fazowe (marginalne rozkla-

dy quasi-prawdopodobienistwa) sa zatem okreslone przez:

1 o0
PO@) = %/ﬂwﬁmﬂmdmy
0

o0

1
= _— (S)
%/m7mwmw (389)
0

W drugim ze wzoréw (389) catkowaé nalezy po intensywnosci W = |a|?. Po podsta-

wieniu (387) do (389) mamy

1 nl 1/2 9 m—n-+1 s+ 1 n .
(s) = e —i(m—n)0
PEo) = szmn (m!) (1—5) (s—l) ¢

[ e 200\ | o ( Hlaf
< flarre (<220 ) o (D ol dal. - (a0)
0
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Jesli skorzystaé¢ z definicji uogélnionych wielomianéw Laguerre’a, to catke w (390)
mozna wyliczy¢ analitycznie. Otrzymujemy nastepujacy s-sparametryzowany rozktad
fazowy:

PO@B) = % {1 +2Re > pne” "G (m, n)} : (391)

m>n
Wzér (391) przypomina rozklad fazowy Pegga-Barnetta (358). Wspdlezynnik
G®)(m,n) wystepujacy w (391) jest dany przez

mtn  min(m,n) l
s 2 2 Z 1+s

m+Tl 1)
, / \/ — (392)

Wzory (391) i (392) wyprowadzilisSmy w artykule [49].

Jesli skorzystamy z definicji wielomianéw Jacobiego p )(ac) o parametrach v i u

rzedu n [319], to wspotezynniki (392) mozemy zapisaé¢ w zwartej formie

G (m,n) = (—1)”\/% Gii)n (1 3 5) N
x T (m _n ) plrna) (g) . (393)

s+1
Wielomiany Jacobiego mozna wyrazi¢ poprzez funkcje hipergeometryczne (funkcje

Gaussa) oF(a,b,c,x), co pozwala nam na zapisanie wsp6tczynnikéw (393) w innej

formie:

) = (jD(li)
xF(m_ )gFl(—n,m Flm—n+1, i)(394)

2 1+
Jesli elementy macierzy gestosci p,,, sa postaci

m—n

P = |Pmn|expli(m —n)b), (395)

to rozklad fazowy (391) okreslimy przez:
PEG) = {1 +2 Z a') cos[m(6 — 90)]} (396)
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)

gdzie wspotezynniki als sg rowne

IS Z Pt G (m + n,n). (397)
n=0
Relacje (396) wykorzystamy w uzupehieniu G.

Rozwazmy szczegblny przypadek sparametryzowanego rozktadu fazowego (392),
gdy s = —1 (marginalna funkcja @)). Wéwcezas, jedyny niezerowy sktadnik sumy (392)
ma wskaznik [ = 0 i otrzymujemy nastepujace wyrazenie

GV (m,n) = w. (398)

n!m/!

Powyzszy wzor wyprowadziliémy w pracy [60] w opisie fazowych wlasnosci oscylatora
anharmonicznego. Gdy s = 0, to otrzymujemy z (392)(394) wspétczynniki G (m,n)
dla marginalnej funkcji Wignera. Ten rozktad byt wykorzystany m. in. przez Tanasia i
in. [47] w opisie wlasnosci fazowych przesunietych stanéw fokowskich. Z kolei dla s = 1
(tj. dla marginalnej funkcji P) widaé, ze wspotczynniki G (m,n) daza do nieskon-
czonosci. Wydawaé sie moze, ze rozklad fazowy jest wowczas nieokreslony. Jednak jak
pokazaliémy w uzupetnieniu G na przyktadzie stanéw koherentnych, uwazne przejscie
do granicy s — 1 pozwala wyznaczyé sparametryzowany rozktad fazowy PM ().

Marginalna funkcja Wignera, o czym wspomnieliémy w [49], moze przyjmowac
wartosci ujemne dla pewnych stanéw, np. dla stanéw Titulaera-Glaubera. Garraway i
Knight [328] pokazali analitycznie te wlasnosé marginalnej funkeji Wignera dla pew-
nych skoniczonych superpozycji stanéw fokowskich. Ortowski i Wiinsche [330] wysuneli
ostatnio hipoteze, ze istnieje tylko jeden s-sparametryzowany rozktad fazowy, ktory dla
dowolnych stanéw jest dodatnio okreslony. Tym rozktadem jest marginalna funkcja @
— P=1(9) %3,

Rozktady fazowe przypisane rozktadom quasi-prawdopodobienstwa byty wielokrot-
nie stosowane w opisie wtasnoéci fazowych poél promieniowania. Na przyktad, mar-
ginalna funkcja Wignera (s = 0) byla wykorzystana przez Schleicha i in. [323, 324]

w analizie wlasnosci fazowych idealnych stanéw $cie$nionych. Braunstein i Caves [331]

53podkreélamy, ze termin ,rozklad marginalny” stosujemy wylacznie w odniesieniu do rozktadéw

QPD scatkowanych po ,,promieniu” |«|
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zastosowali marginalna funkcje @ (s = —1) do opisu wtasnosci fazowych uogélnionych
stanow Sciesnionych.

Dla pewnych stanéw rozktady quasi-prawdopodobienstwa moga by¢ przedstawione
w zwartej postaci poprzez bezposrednie catkowanie (2), (13) i (15) tak jak to pokaza-
liSmy w rozdziale 2, lub rozwiazanie réwnania Fokkera-Plancka (paragraf 3.1). Kolejne
catkowanie W) () po amplitudzie, zgodnie ze wzorem (389), prowadzi do sparametry-
zowanych rozktadéw fazowych. Znalezliémy Sciste, zwarte analitycznie wzory okresla-
jace s-sparametryzowane rozkltady fazowe dla stanéw koherentnych, idealnych stanow

Sciesnionych oraz przesunietych stanow fokowskich.

7.2 Poréwnanie sparametryzowanych rozktadow fazowych

z rozkladem Pegga-Barnetta

Nasze wzory (391) i (392)—(394) umozliwiaja wyliczenie s-sparametryzowanych roz-
ktadéw fazowych dla dowolnego stanu o znanych elementach macierzowych p,,,,. Co jest
istotne, mozliwe jest rowniez poréwnanie z rozktadem Pegga-Barnetta (295), dla kto-
rego G (m,n) ~ 1. Postawmy pytanie, czy istnieje taki porzadek s,,, dla ktérego

spelniony jest warunek
GeB)(m,n) = 1 (399)

przy dowolnych wskaznikach m i n ? Latwo zauwazy¢, ze dla diagonalnych wspétezyn-

nikéw G (m, m), warunek (399) jest spetniony dla dowolnych m i s:
GerB) (m,m) = 1. (400)

Jednak te elementy nie wnosza przyczynku do rozktadow fazowych. Dla wspotezynni-
kéw G®)(m,n) o dowolnych wskaznikach m i n nie istnieje taki porzadek s, ze wa-
runek (399) jest spetiony écisle. Rozwazmy na przyktad elementy postaci G)(m,0)
(lub G®(0,m)). Z warunku (399) niestety wynika, ze parametr s, jest funkcja m:

rz+1)\""
6. — 1—2<—:¢7—> . (401)
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Rys. 31:
(a) GO(m,n),

oraz

(b) GTP(m,n)

Rozktady wspoétczynnikow:

(c) G“Y(m,n).

lizujac elementy o wskazniku n = 1,2,3, ....

sz

Do podobnego wniosku mozna dojs¢ ana

la, tj. takiego porzadku s,

PPB<9)-

2

OW po

ze nie ma ,fazowego porzadku” operator

To oznacza,
dla kt

(6) =

(SPB)

, a tym samym P

(400)

Postawmy zatem pytanie w zmienionej formie: ktéry z s-

hodzi

orego zac

7

sparametryzowanych roz-

ktadow fazowych jest najlepszym przyblizeniem rozktadu fazowego Pegga-Barnetta dla

konkretnego stanu pola? Ten problem bedziemy analizowa¢ na przyktadzie konkretnych

stanéw w §7.2.1-87.2.3 oraz paragrafach 7.3 1 7.4.

2

Dla dowolnego pola o znanych elementach fokowskich macierzy gestosci

s-sparametryzowany rozktad fazowy moze by¢ wyznaczony dzieki naszej relacji ( 391)

Rozktady wspotczynnikow

).

31. Widac, ze dla s

392

ze wspotczynnikami G*)(m,n) okreglonymi przez (

—1 (funkcja

G®)(m,n), dla s = 0, —1, przedstawiliémy na rys.

Q) wspdélezynniki monotonicznie maleja jesli wzrasta |m — n|. To oznacza, ze wszyst-
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kie elementy niediagonalne p,,, sa funkcjami wagowymi mniejszymi niz jednos¢, za-
tem marginalny rozkltad funkcji @ jest zawsze szerszy (i nizszy) od rozktadu fazowego
Pegga-Barnetta (dla ktérego G*)(m,n) +— 1). Dla s = 0 problem nie jest tak pro-
sty, poniewaz wspotczynniki wykazuja oscylacje wokoét wartosci jeden. To prowadzi do
funkcji fazowej wezszej od rozktadu Pegga-Barnetta. Ponadto, poniewaz funkcja Wi-
gnera W (a) moze przyjmowaé wartoéci ujemne, to funkcja marginalna Wignera tez
moze by¢ (choé nie zawsze) ujemna. Np. dla przesunietych stanéw fokowskich funkcja
Wignera jest dla pewnych a ujemna, ale jej funkcja marginalna jest dodatnio okre-
Slona dla dowolnych 6 [47], w przeciwienstwie do stanéw oscylatora anharmonicznego,
dla ktorych zaréwno funkcja Wignera, jak i jej funkcja marginalna, moga przyjmowaé
wartosci ujemne. Ogolnie méwiac, marginalna funkcja Wignera moze przyjmowac war-
tosci ujemne dla stanéw z dominujacymi elementami p,, ./, o takich wskaznikach, ze
GO (m’,n’) < 1. Pomimo, ze nie ma ,porzadku fazowego”, dla danego stanu mozna
znalez¢ taki porzadek s, ze rozktady Ppp(f) i P®)(0) sa bardzo podobne. Wzér (391)
jest ogdlny i jego szczegdlne przypadki (dla konkretnych: porzadkéw antynormalnego
i symetrycznego) byly przez nas wykorzystane w opisie wlasnosci fazowych oscylato-
ra anharmonicznego [25], a takze zastosowane przez Tanasia i wspotpracownikéw w
analizie parametrycznej konwersji [332] 1 przesunietych stanéw fokowskich [47]. Niedo-
godnoscia wyrazenia (391) jest koniecznosé numerycznego sumowania, ktére moze by¢
skomplikowane i czasochtonne dla stanéw o wolno zbieznych rozwinieciach w reprezen-
tacji fokowskiej. Tak jest np. dla wysoce $ciesnionych stanéw. W pewnych przypadkach,
zamiast korzysta¢ z rozwinieé fokowskich, znajdziemy analityczne wzory na P®)(f)
w wyniku bezposredniego catkowania rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa W(O)(a),
tak jak to oméwiliémy w paragrafie §7.1. W wielu przypadkach te sparametryzowa-
ne rozklady sa dobrymi przyblizeniami rozktadu fazowego Pegga-Barnetta. Wyniki
7z §87.2.1-7.2.3 przedstawiliémy w pracy [49].

Fluktuacje fazowe pola koherentnego bylty wielokrotnie analizowane w ramach pra-
wie wszystkich formalizméw fazowych. Wymienimy tylko te prace, ktére istotnie wiaza

si¢ z zagadnieniami poruszanymi w niniejszej dysertacji. Sg to m. in. artykuly: Bar-
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netta i Pegga [247], Buzka i in. [40], Miranowicza, Piatka i Tanasia [277], Agarwala i
in. [329] oraz Gantsoga, Miranowicza i Tanasia [133].

Wrtasnosci fazowe pola koherentnego oddziatujacego z oscylatorem anharmonicznym
byly badane w ramach r6znych formalizméw fazowych. Miedzy innymi: Gerry [333]
analizowal wlasnosci fazy Susskinda-Glogowera; Lynch [334] studiowal tzw. operatory
mierzonej fazy wprowadzone przez Barnetta-Pegga [231]. Najwiecej uwagi poswiecono
wtlasnosciom fazowym oscylatora anharmonicznego w formalizmie hermitowskiego ope-
ratora fazy Pegga-Barnetta. Badania prowadzili m.in.: Gerry [335], Gantsog i Tanas
[197, 196], Paprzycka i Tanas [200]. Wtasnosci fazowe superpozycji stanéw koherent-
nych generowanych w oscylatorze anharmonicznym przedstawiliémy w artykule [60].

Idealne stany $ciesnione byly wielokrotnie badane pod katem wtasnosci fazowych.
Nalezy wspomnieé o pracach Sandersa i in. [336], Yao [337], Hong-Yi i Zaidi’ego [338],
Gronbecha-Jensena i in. [320], Vaccaro i Pegga [321], Schleicha i in. [323], Cohena i
in. [339] oraz Gantsoga, Miranowicza i Tanasia [133].

Wtiasnosci fazowe przesunigtych stanéw fokowskich badali Tana$ i in.  [47],
Zheng-Fung [48] oraz Tana$, Miranowicz 1 Gantsog [49] w ramach formalizmu
Pegga-Barnetta, jak réwniez Gantsog, Miranowicz i Tana$ [133] w ramach formalizmu

Garrisona-Wonga.

7.2.1 Stany koherentne Glaubera

Stosujac twierdzenie Bakera-Hausdorffa do ( 22) ® i nastepnie rozwijajac wyrazenie

w szereg Taylora otrzymuje sie dobrze znang reprezentacje fokowska stanu koherentne-

go:

o) = > bae”|n), (402)
n=0

_ 1 2 |aol”
b, = exp (—§|a0| ) Tl (403a)
Oon = nArgag = nby. (403b)

54podkredlamy, ze tej procedury nie mozna stosowaé w przestrzeni ¥
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Wspdtezynniki rozwiniecia b, (403a) i ¢, (403b), w prosty sposéb okreslaja wielora-
kie rozktady fazowe i quasi-prawdopodobienistwa, np.: (i) s-sparametryzowane rozkta-
dy quasi-prawdopodobienstwa W(Ej,)L na mocy (387) réwnowazne naszej wczesniejszej
relacji (25), (ii) s-sparametryzowane rozklady fazowe Pc(j,)l(Q) dzieki (391); (iii) roz-
ktad fazowy Pegga-Barnetta na mocy (294), co pokazano w [132]; (iv) rozklad fazowy
Garrisona-Wonga, i wiele innych. Niestety powyzsze rozklady (za wyjatkiem (25)) sa
zapisane w postaci wielokrotnych sum nieskonczonych.

O wiele tatwiej znalez¢ prosty analityczny wzor wychodzac z definicji (21) i stosujac
bezposrednio catkowanie opisane w paragrafie 2.1. W ten sposob otrzymalisémy wzor na
s-sparametryzowany rozktad quasi-prawdopodobienstwa Wc(j,)L (25). Catkowanie funkcji

(25) po amplitudzie prowadzi do s-sparametryzowanego rozktadu fazowego w postaci

analitycznie zwartego wyrazenia:

P0) = %/ng,l(a>ya|d|a|
= % exp[—(X§ — X?)] {exp(=X?) + V7 X (1 +erf(X))},  (404)

gdzie
[ 2
X = X(S) (9) = 1—_S|Oé()| COS(Q — 90) (405)

Nasze wyrazenie ( 404) jest doktadne, periodyczne o okresie 27, dodatnio okreslone

oraz X() = X(S) (90)

i znormalizowane, zatem spetnia wszystkie warunki ,prawdziwego” rozktadu prawdo-
podobienistwa. Ponadto, wzér ( 404) ma prosta strukture. Dla matych |og|, pierw-
szy czton w nawiasach klamrowych odgrywa zasadnicza role, w przypadku szczegol-
nym, gdy |ag| — 0 otrzymujemy ptaski rozktad fazowy. Dla duzych |ag|, drugi czlon
w nawiasach klamrowych zaczyna dominowaé, i gdy wstawimy jednos¢ pod funkcje
bledu erf(X), to otrzymamy asymptotyczne wyrazenie wyprowadzone przez Schleicha

iin. [340] (dla s = 0)

onlf) = \/2\040] cos(f — 6y) exp[—2|ag|* sin®(6 — 6y)], (406)
7r
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Rys. 32:
Rozktady fazowe dla stanéw kohergntnych o Srednich liczbach fotonéw: (a)
law]? = 21 (b) |a|?* = 0.01: rozklad Pegga-Barnetta Ppg(6) (linia cia-
gla); marginalna funkcja Wignera P(®)(6) (linia przerywana); i marginalna
funkcja Husimiego P~ (6) (linia punktowo-przerywana).

Podkreslmy, ze wzor Schleicha (406) jest stuszny jedynie dla —7/2 < (0 — 6y) < 7/2.
Jesli zlinearyzowaé ( 406) wzgledem 6, to otrzymuje sie przyblizony rozklad dla stanéw
koherentnych z duza liczba fotonéw, opisany wzorem Barnetta i Pegga [247]. Wyste-
powanie funkcji btedu w naszym wzorze ( 404) zapewnia prawidlowa zaleznos¢ od fazy
w catym przedziale fazowym —m < (6 — 6y) < 7.

Na rys. 32 przedstawiliémy rozktady fazowe Ppg(0), PO (0) i PV () dla standw
koherentnych z $rednia wartodcia fotonéw: (a) |apl? = 2 oraz (b) ||?> = 0.01. Wi-

dac, ze rozktad fazowy Pegga-Barnetta miesci si¢ miedzy marginalna funkcja Wignera

161



a marginalng funkcja Q. Staje si¢ bardziej zblizony do P©(6) dla |ag|> > 1. Dla
lag|> < 1 - bardziej zblizony do P (). Gdy |ap|?> — oo, rozklad Pegga-Barnetta
dazy do marginalnej funkcji Wignera [323, 132]. Dla |ag|* — 0 wszystkie trzy rozklady
staja sie jedna funkcja plaska, ale rozktad Pegga-Barnetta w tym zakresie szybciej sie
zbliza do marginalnej funkcji (), niz do marginalnej funkcji Wignera. Oznacza to, ze
dla stanéw koherentnych o duzej liczbie fotonéw, P (6) jest dobrg aproksymacja roz-
ktadu fazowego Pegga-Barnetta, podczas gdy dla matej liczby fotonéw, P (6) lepiej
aproksymuje rozktad Pegga-Barnetta.

7.2.2 Idealne stany $cieSnione

W celu wyznaczenia rozktadu fazowego Pegga-Barnetta Ppp() = P;,(6) skorzy-

stamy ze wzoru ( 294) ze wspoétezynnikami b, danymi przez [29]:

1 1, "2 502 tanh
b, = (n|lag, () = —— [—emtanhr] H, [a0+aoe an r}

vnlcoshr |2 Vv 2e2i tanh r
1 .
X exp {—§[|a0\2 + ag?e®™ tanh r]} . (407)

Przyjmijmy, ze n = 0. Wyniki dla n = 7/2 otrzyma sie z (407) poprzez zamiane r na
(—7). Oczywiscie w prosty sposéb mozna wyliczy¢ inne rozktady, np. W (a) P®)(6),
Pow(0) 1 P(n).

Aby otrzyma¢ analitycznie zwarte wyrazenie na sparametryzowany rozktad fazowy

PS(;)(H) scatkowalismy nasz wzér (29) po amplitudzie, co prowadzi (przy n = 0) do:

Y. Ve —s)(pt —s)
Pe) = 27 (11— s) cos? 0 + (u=' — s) sin® 0
x exp[—(X§ — X?)] {exp(—X?) + vV7X (1 +erf(X))},  (408)

gdzie

D) T
X = XO0) = /— Qov/it — 5 o3 . (409)
pt =8 \/(u—s)cos20 + (u~t — s)sin 0

Chociaz zmienna X dla tych stanéw rézni sie nieznacznie od (405) dla stanéw kohe-

rentnych, to jednak gtéwne cechy rozkladu fazowego (404) sa zachowane. Wzér ( 408)
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Rys. 33:
Wartosci maksiméw rozktadéw fazowych w zaleznosci od parametru r Scie-
Snienia prozni. Znaczenie linii takie samo jak na rys. 32.

jest shuszny zaréwno dla matych jak i duzych ay. Po zastosowaniu odpowiedniego przy-
blizenia mozna tatwo otrzymaé wyrazenie Schleicha i in. [323] dla wysoce $ciesnionych
stanow. Podobnie jak w poprzednim przypadku, nasz wynik jest doktadny i stuszny
w calym przedziale fazowym. Gdy ag = 0, to otrzymujemy zaleznos¢ dla Sciesnionej

prézni:

Y. Ve —s)(pt —s)
Pe) = 27 (11— 5) cos? 0 + (u—' — s) sin® 0’ (410)

gdzie p = exp(2r). Ten rozklad posiada dwa maksima w punktach 0 = +7/2 (dla

r > 0). Latwo pokazaé¢, ze warto$ci maksiméw sa rowne

s 1 =5
PJ(/2) =

— 411

co oznacza, ze dla s = 0 wysoko$¢ maksimum jest proporcjonalna do p. Na rys.33 po-
kazalismy zaleznos¢ wartosci maksimow od parametru $ciesniania r. Widaé, ze rozktad
Pegga-Barnetta lezy miedzy rozktadami o parametrach s = 01i s = —1, chociaz krzywe
te rozbiegaja sie dla duzych r. Wszystkie trzy krzywe posiadajg strukture o dwéch
maksimach. Pomimo podobienstwa jako$ciowego, pojawiaja sie réznice ilosciowe: naj-

wieksze maksima osiaga rozktad P (#), a najmniejsze — rozktad P (6). Z uwagi
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Rys. 34:

Wykresy fazowych bifurkacji dla stanéw $cie$nionych o éredniej liczbie fo-
tonéw |ap|? = 1. Zaznaczono nastepujace rozktady fazowe: (a) P (6), (b)
r. Pegga-Barnetta i (c) PV (6).

na unormowanie, powyzsza wlasnosé pocigga za soba, ze najwezszym rozktadem (lub
o najwezszych elementach struktury) jest P(O)(Q), natomiast najszerszym jest rozktad
PEY().

Dla stanéw sciesnionych z réznym od zera operatorem przesuniecia, pojawia sie do-
datkowy czynnik w identycznej postaci jak dla stanéw koherentnych. Ten dodatkowy
czynnik wprowadza maksimum dla 6 = 0. Jak widaé, pojawiaja sie dwie konkurencyjne
zaleznosci rozkladu Ps(;)(Q) od dwoch oméwionych czynnikéw: z jednej strony pojawia-
nie si¢ struktury o dwéch maksimach dla Scie$nionej prozni, a z drugiej — struktura o
jednym maksimum dla czynnika koherentnego. Te wktady prowadza do bifurkacji roz-
ktadu fazowego oméwionej przez Schleicha i in. [323, 324]. Na rys.34 przedstawiamy
taka bifurkacje (dla ag = 1), pojawiajaca sie we wszystkich trzech rozktadach. Rysunki

przedstawiliémy w tej samej skali, aby podkresli¢ réznice. Jakosciowo wykresy wydaja
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sie bardzo podobne, a réznice sa jedynie w szerokosciach (i wysokosciach) rozktadow.

7.2.3 Przesuniete stany fokowskie

Przesuniete stany fokowskie omowione w §2.1, maja nastepujacg posta¢ w bazie

stanéw |n):
0, n0) = > bue”"n), (412)
gdzie amplitudy b, i fazy ¢, sa réwne: :
b = (n|D(ao)lno)

1 n_1\ "/ _ _ _
= o (—gla) (55) 0 el L o), (13

n_ = min{n,ng} (414)
Ny = N+Ng—N_
On = (n—mnp) Argay = (n —mng)bo (415)

Nasza relacja (413) taczy w jedna cato$é dwa wzory przedstawione w [47] (cf. [8]).
Znajac b, i ¢, mozna w bezposredni sposdb otrzymaé réznorodne rozktady fazowe
i quasi-prawdopodobienistwa, np. rozklad Pegga-Barnetta na mocy (294). Jak juz pod-
kreslaliSmy, w ten sposob liczone rozklady majg posta¢ wielokrotnych sum. Rzadko
kiedy udaje sie zsumowacé te wyrazenia.

Korzystajac z rozktadu quasi-prawdopodobienstwa (32) wyznaczyliSmy zwarty a-

nalityczny wzor na s-sparametryzowany rozktad fazowy Pagz)(é’):

o = () SR ()

k
X 12: ( ) ];[];kl;k_il)) (X2 XQ)ZPk—l(X)a (416)

gdzie

Pu(X) = S expl-(x3 - X7
x {exp(—X?) Qno(X) + V7 X (1 + erf(X))}, (417)
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Rys. 35:
Rozktady fazowe dla przesunietych stanéw fokowskich o ng = 21 ap = 3.
Zmnaczenie linii takie samo jak na rys. 32.

220 ()2 Cn 1 g e 2%FED
X) = 02y X X 41

oraz stata normalizacji jest rowna

T

Moy = Lresp(-X0) 5 [1@n(X(0) - 110

—T

2210 ()2 & (2k)! 1
2 } : 2k } : 2k
k=0 k=1

Zmienna X w tym przypadku jest réwna

X = X9 = ap cos 0. (420)

1—5
Ponadto zatozylismy, ze aq jest rzeczywista. Pomimo skomplikowanej struktury, wzor
(416) zawiera funkcje fazowa P(X), ktora posiada gtéwne cechy poprzednich rozktadéw
fazowych (404) i (417).

W poprzednich paragrafach przedstawiliSmy kilka numerycznych przyktadéw ilu-
strujacych rézne rozktady fazowe. Dla standéw koherentnych oraz idealnych stanow Scie-
snionych nie byto zadnej jakosciowej réznicy miedzy sparametryzowanymi rozktadami

fazowymi a rozktadem Pegga-Barnetta. Mozna by wyciagna¢ wniosek, ze przynajmniej
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jakos$ciowo omawiane rozkltady fazowe niosa te sama informacje¢ na temat fazy. Jednak
powyzsze twierdzenie nie jest prawdziwe dla wszystkich stanow. Koronnym przykta-
dem moga by¢ przesunicte stany fokowskie. Fazowe wtasnosci tych stanéow omowit
Tana$ i in. [47], korzystajac z marginalnej funkcji Wignera — szczegdlnego przypad-
ku naszego wzoru (391). Pokazano, ze istnieje jakosciowa réznica miedzy marginalng
funkcja @ z jednej strony, a z drugiej — rozktadem Pegga-Barnetta i marginalng funk-
cja Wignera. Rozktad fazowy P(~Y)(f) nie zawiera penej informacji fazowej. Réznice
mozna tatwo zinterpretowac¢ jako interferencje w przestrzeni fazowej, zgodnie z ideg
zaproponowana przez Schleicha i Wheelera [341]. Mozliwos¢ glebszej analizy struktury
s-sparametryzowanego rozktadu fazowego daje nam wzér ( 408). Rozktad P;Z)(Q) po-
wstaje w wyniku konkurencyjnego wptywu funkeji P, (X) o maksimum w 6 = 0 oraz
funkeji (X2 — X?)! o dwoch maksimach w 6§ = +7/2. Dla s = —1 pozostaje jedynie
czton o wskaznikach spetiajacych warunek ny — k& = 0. Nie ma woéwczas modulacji
wywolanej czynnikiem (—1)"~*. To jest przyczyna, dla ktérej marginalna funkcja @
ma jedynie dwa maksima (ng # 0), bez wzgledu na to jak duze jest n. Zaréwno funkcja
Pegga-Barnetta, jak i marginalna funkcja Wignera chg)(G) posiadaja ng + 1 maksi-
méw. Warto wspomnieé, ze chociaz funkcja Wignera [( 32) dla s = 0] oscyluje miedzy
dodatnimi i ujemnymi warto$ciami, rozktad fazowy ( 408) jest dodatnio okreslony.
Na rys. 35 zilustrowaliémy roéznice miedzy rozktadami fazowymi dla przesunietych
stanéw ng = 2 i |ap|> = 9. Widaé, ze rozklad Pegga-Barnetta jest bardzo zblizony

do Pd(g)(ﬁ), i niesie w zasadzie t¢ samg informacje o wlasnosciach fazowych stanow,
_]_)

. (6). Bardziej przekonujaco pokazaliSmy te réznice

w przeciwienstwie do rozktadu PCE
na rys. 36 dla przesunietych stanéw fokowskich o ny = 0,...,4. Rozklady Ppg(0)
i PO() sa bardzo do siebie podobne tak, ze dla konkretnego ny maja te samga liczbe
(ng+1) maksiméw. Natomiast rozktad P(—1(6) wyraznie rézni sie od powyzszych jako,

ze ma co najwyzej dwa maksima, ktore stajg sie coraz szersze w miare wzrostu ng. Do

podobnych wnioskéow dochodzimy analizujac rys. 37.
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P 0)(@ )

P(——l)(g)

Rys. 36:

Rozktady fazowe dla przesunietych stanéw fokowskich o ny = 0,....4
i ap = 3. Zaznaczono nastepujace rozklady fazowe: (a) PO(6), (b) r.
Pegga-Barnetta i (c) P1(6).
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Tak jak na rys. 36, ale dla ag € (0,2) przy ustalonym ny



7.3 Rozklady fazowe w opisie dyskretnych superpozycji

stan6w koherentnych

W §2.2 opisaliSmy ewolucje oscylatora anharmonicznego. Poczatkowy glauberow-
ski stan koherentny przechodzi w uogdélniony stan koherentny, tzw. stan koherentny
Titulaera-Glaubera (41). W §4.1 analizowaliémy powstawanie dyskretnej superpozycji
stanéw rozroznialnych makroskopowo. WykorzystaliSmy s-sparametryzowane rozkta-
dy quasi-prawdopodobienistwa W) () do graficznego przedstawienia stanéw superpo-
zycji. W tym paragrafie postuzymy sie s-sparametryzowanymi rozktadami fazowymi
P©)(#) oraz rozktadem Pegga-Barnetta P(6) w celu opisania tych stanéw. W artykule
[60] przedstawiliémy analize marginalnej funkcji @ i rozktadu P(6) jako graficznych
reprezentacji stanéw superpozycji. Teraz pragniemy uogdélni¢ nasz opis [60] na przypa-
dek dowolnie s-sparametryzowanych rozktadéw fazowych. Wtasnosci fazowe oscylatora
anharmonicznego byly badane w ramach formalizmu fazowego Pegga-Barnetta takze
przez Gerry’ego [335], Gantsoga i Tanasia [197, 196] oraz Paprzycka i Tanasia [200].
Gerry [333] badal fluktuacje fazowe pola koherentnego oddziatujacego z oscylatorem
anharmonicznym takze w ramach formalizmu fazowego Susskinda-Glogowera. Lynch
[334] do opisu whasnosci fazowych oscylatora anharmonicznego wykorzystat tzw. ope-
ratory mierzonej fazy °° wprowadzone przez Barnetta i Pegga [231]. Naszym celem
jest wyeksponowanie wlasnosci fazowych dla superpozycji stanow koherentnych, a te
wyniki, czeSciowo zamieszczone w naszym artykule [60], sa oryginalne.

Zgodnie z opisem przedstawionym w §4.1, przy szczegblnym wyborze czasu (dro-
gi) ewolucji, stan koherentny Titulaera-Glaubera [¢) staje sie superpozycja stanéw
koherentnych

N-1

) = ) crleag) (421)

k=0
o wspdtezynnikach superpozycji ¢; okreslonych m. in. przez (149). Pragniemy, aby wy-

niki przedstawione w tym paragrafie odpowiadaty w szczegdlnych przypadkach wzorom

55ang. measured phase operators
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podanym przez nas w artykule [60] oraz wynikom uzyskanym przez Gerry’ego [335],
Gantsoga i Tanasia [197] (takze [196]). W tym celu bedziemy konsekwentnie stoso-
wac wersje ,normalng” oscylatora anharmonicznego, tj. model opisany hamiltonianem
(33c).

W paragrafie 4.1 pokazaliSmy, ze do opisu superpozycji stanéw mozna postuzyé
si¢ s-sparametryzowanymi rozktadami quasi-prawdopodobienstwa W(S)<C¥,7'). Nasze
wzory (42) 1 (45) (stuszne dla dowolnej chwili 7) przechodza, gdy czas jest réwny
7= (M/N)2m, do postaci (177) ukazujacej explicite strukture stanéw superpozycji.

Inng reprezentacja stanu pola, dobrze opisujaca roznorodne wtasnosci stanéow kwan-
towych, jest rozklad fazowy Pegga-Barnetta P(6). W ramach formalizmu hermitow-
skiego operatora fazy podanego przez Pegga i Barnetta (vide §5.1), amplituda praw-
dopodobienstwa fazy (przybierajacej wartosci 9,,) dla stanu (421) jest dana wzorem

335]

(Wnlb(r)) = \/% i wesp {i[n (6 — 0) + Zn(n - 1]}, (122)

a stad fazowe prawdopodobienstwo jest rowne

1 2 &
2 f— —_— !
|<ﬁm’w(T>>‘  o+1 +<7—|—1 anbn

n’'>n
X oS {(n’ —n)(0g — V) + %[n'(n' —1)—n(n— 1)]} . (423)
We wzorach (422) 1 (423) zastosowaliSmy oznaczenie

oo |”

Nk

W granicy, gdy ¢ dazy do nieskonczono$ci, mozna wprowadzi¢ ciagla zmienng fazowa

b, = exp(—|aol?/2) (424)

0 [246, 132, 247]. Wowczas dyskretny rozktad fazowy (423) staje sie nastepujacym

ciggtym rozktadem fazowym:

1
P(9) = %{1+2mebn

X COS [(m —n)(0y—0)+ g<m(m —1)—n(n— 1))] } (425)
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otrzymanym przez Gantsoga i Tanasia [197]. Gdy 7 = 0, wzér (425) opisuje rozktad fa-
zowy dla stanu koherentnego |ay), ktéry jest przykltadem stanu pseudo-fazowego (zob.
notke na stronie 132). W tym przypadku rozktad fazowy P(6) posiada maksimum w
punkcie § = 6y, gdzie 0y jest faza ay. Wtlasnosci fazowe stanéw oscylatora anharmo-
nicznego dla 7 # 0 zostaly oméwione przez Gerry’ego [335] oraz Gantsoga i Tanasia
[197]. Tutaj zajmiemy sie jedynie szczegdlnymi momentami ewolucji 7, okreslonymi
jako wymierne utamki okresu 7' = 27. Woéwczas stan pola moze by¢ zapisany w postaci

(421), co prowadzi nas do nastepujacego rozktadu fazowego

N-1 00
PO) = 5 3 et S bube explim (66 + 6 — 0) —in (6 + 6y — 6)] . (426)

k,l=0 m,n=0
Podobnie, jak to uczyniliSmy w przypadku s-sparametryzowanych rozktadéw fazowych

w §4.1, rozdzielimy P(#) na dwie czesei:

PO) = R(0) + Pini(0), (427)
gdzie
Py(0) = % - |ex|? {1 +2 Z binby, cos [(m — n) (¢ + Oy — 9)]}
= Y lalRo) (428)

e
i

0
jest czescig opisujaca sume rozktadéw fazowych pojedynczych standow koherentnych

(stanéw pseudo-fazowych) tworzacych superpozycje oraz

N-1
Pine(0) = %chcz*mebnexp[imwweo—e)—in<<z>l+eo—6>] (429)

kAl m,n
jest czedcia reprezentujaca cztony interferencyjne w rozkltadzie fazowym.

Poréwnujac (428)1 (429) ze wzorami (178)1 (179) (w szczegdlnosci (181)1 (182))
tatwo zauwazy¢, ze maksima rozktadéw W) jak i rozktadu Pegga-Barnetta P(6) po-
jawiaja sie, gdy 0 = ¢ + 0y. To oznacza, ze dla dobrze rozdzielonych stanéow, tj. gdy
cztony interferencyjne sa pomijalnie mate, powyzsze rozktady powinny mieé¢ te sama

symetri¢ rotacyjna. Jest to dobrze widoczne na wykresach 4 (takze 3) dla funkcji @
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0.6 w w w 1

0.0} ] of
T=27 T=2n/2
-0.6 - . . -1 .
-0.6 0.0 0.6 1.2 1.8 -0.2 0.0 0.2
0.6 ‘ 0.4
0.0 1 0.0
T=2n/3
-0.6 - -0.4
-0.6 0.0 0.6 -0.4
0.4 ‘ 0.4

0.0} 0.0t
-0.4 -0.4
-0.4 4 -0.4
0.4 0.4
0.0} 0.0}
-0.4 -0.4
-0.4 0.0 0.4 -0.4 0.0 0.4
Rys. 38:

Rozktad fazowy Pegga-Barnetta P(f) w uktadzie biegunowym dla dys-
kretnej superpozycji stanéw koherentnych o N=1-8 sktadnikach. Linie cia-
gle odpowiadajg doktadnym wynikom, natomiast przerywane odpowiadaja
warto$ciom przyblizonym Py(6).
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(s = —1), a z drugiej strony na rys. 38 dla P(f). Narys. 41 38 liniami ciaglymi za-
znaczylismy doktadne wartosci rozkladow, wyznaczone odpowiednio z (177) [lub (43)
i (46))] oraz (427) [lub (425) i (426)]. Z kolei linie przerywane odpowiadaja warto-
Sciom przyblizonym Wé_l) (181) i Py(#) (428). Jak wida¢ na wykresach, przyblizone
wzory dobrze oddaja doktadne wyniki. Szczegdlnie dobrze, gdy liczba wierzchotkow nie
jest wieksza od Ny, (maksymalnej liczby dobrze rozréznialnych wierzchotkéw) (189).
Wiyniki przedstawilismy dla |og| = 2.

Ta sama symetria rotacyjna rozktadéw W) i P(6) dla dobrze rozdzielonych stanéw
wynika z faktu, ze fazy ¢, dla sktadowych stanéw, okreslone wzorem (141), dziela 27
na N czeSci. W ten sposob okreslona jest N-krotna symetria zaréwno dla rozktadu
fazowego Pegga-Barnetta P(6) jak i s-sparametryzowanych rozktadéw W) (a). Podo-
bienstwo opisu jest jeszcze bardziej uderzajace, jesli zamiast W(S)(a) wyznaczy¢ ich
rozktady marginalne, tj. s-sparametryzowane rozktady fazowe P®)(6) (391). W przy-

padku omawianej ewolucji oscylatora anharmonicznego otrzymujemy

PO() = Qi {1 +23 by G (m,n)
s

m>n

X COS [(m —n)(0y —0) + g<m(m —1)—n(n— 1))] } . (430)

gdzie wspotezynniki G®)(m,n) okreslone sy przez nasze wyrazenia (392), (393) i

(394). W przypadku szczegélnym, dla s = —1, wzér (430) redukuje sie do postaci

PNy = - {1 +23 bub, (minl) 2T (m ;r ° 1)

21

m>n

x cos | (m—n)(0o—0) + Z(m(m—1) =n(n—1)|}.  (431)
Wzér (431) przedstawilismy w [60]. Wyrazenia (430) na P®)(0) i (425) na rozktad
fazowy Pegga-Barnetta wykazuja uderzajace podobienstwo. Jak juz podkreslalismy w
§7.1, réznica polega na wystepowaniu w (430) cztonu G®)(m, n). Wzory (430), (431)
i (425) sa stuszne dla dowolnej chwili 7. Rozwazmy ewolucje w szczegdlnych chwilach
7= (M/N)/T, gdy tworza sie superpozycje stanéw koherentnych. Wéwczas sparame-

tryzowane rozklady fazowe P()(f) mozemy zapisaé w postaci
POG) = BY(0) + Piy(6) (432)
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tak jak to uczyniliémy w przypadku rozktadéw P(A) i W) (a). Czeéé PO(S)(H) opisu-
jaca sume rozktadow dla sktadowych stanéw koherentnych superpozycji jest okreslona

wzorem

Po(s)(e) = ! Z\CHQ {1—1—22() bGS)(m n) cos [(m —n)(¢k+90_9)]}

o
=0 m>n
N-1
= Z ‘Ck|2 Pk(e)- (433)
k=0
Po wysumowaniu (433) otrzymujemy
N—
PO, M/NT) = Z e |? exp[— (X2 — X2)]
k=0
x {exp(—X}) + VX, [1 + erf(Xy)]}, (434)

gdzie oznaczyliSmy

) [ 2 . s
Xk = Xé;(&) = :\adcos(@—ég—gbk), Xk = X]gk)(e()"i_(bk) (435)

Czes¢ opisujaca cztony interferencyjne jest réwna

PZ- = —chchb b, G (m, n)

kAl
X exp [im (¢k + 0y — 0) —in (¢ + 6o — 0)] . (436)

Czlony w (429) mozna zsumowaé, co prowadzi nas do wyrazenia

P(;t)(ﬁ,M/NT = _chcl exp[—(Xiykn — Xiy)]
k£l
x {exp(—Xp) + V7 X [1+ erf(Xp)]}, (437)
gdzie
X = X' (0) = 54/ 7 loollexpli(¢x + b — 0)]
+ exp[—i(¢r + 0o — )]}, (438)
o= T epli(o - )} (439)
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0.0} 0.0}
0.4 0.4
-0.4 0.0 04  -0.4 0.0 0.4
Rys. 39:

Wykresy biegunowe rozktadu fazowego Pegga-Barnetta Ppg(f) (linia cia-
gla) w poréwnaniu do sparametryzowanych rozktadéw fazowych: P© ()
(linia przerywana) i P~ (#) (linia punktowo-przerywana) dla dyskretnej
superpozycji N (N=1-8) stanéw. 176



P(®)

P(B)
P(®)

-0.2 : -0.2

Rys. 40:

Tak jak na rys. 39, ale w uktadzie kartezjanskim.
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Po raz kolejny zwracamy uwage na podobienstwo wyrazen (449) i (450) dla P(0)
oraz wzoréw (433) i (436) opisujacych P*)(f). s-Sparametryzowane rozktady fazo-
we dla s = 0, —1 rozklad Pegga-Barnetta przedstawiliémy dla dyskretnej superpozycji
N=1-8 stanow koherentnych na rys. 39 i 40. PrzyjeliSmy taka sama liczbe foto-
néw (réowna 4) pola poczatkowego, jak na rys. 3, 41 38. W celu wyeksponowania
podobienstw, superpozycje stanéow przedstawilismy w dwu uktadach: biegunowym na
rys. 39 i kartezjanskim na rys. 40. Wida¢, ze dla dobrze rozdzielonych wierzchotkéw,
maksima trzech rozktadéw P(#) (linia ciagta), P(®(6) (linia przerywana) oraz P{=1)(0)
(linia punktowo-przerywana) pokrywaja sie odzwierciedlajac strukture stanéw super-
pozycji. Najwieksze maksima (biorac pod uwage P (), P(6) i P=1(0)) wystepuja
dla marginalnej funkcji Wignera P (6), podczas gdy najmniejsze - dla marginalnej
funkcji Q. W miare wzrostu N zanikaja maksima wszystkich rozktadow, ale najszybciej
dla PCY(0). Z wykreséw wynika, ze dla N=7, 8 (przy || = 2) marginalna funkcja
() ma bardzo stabo widoczne maksima (lub wrecz ich nie ma), w przeciwienstwie do
pozostatych rozktadéw. Na wykresach uwidacznia si¢ jeszcze jedna roznica. O czym
wspominali$my, rozktady P() i PC-1(0) (tak jak Q(c)) sa zawsze dodatnio okreglone.
Natomiast funkcja Wignera jak i jej rozktad marginalny, moga przyjmowaé¢ wartosci
ujemne. Jest to szczegdlnie widoczne na rys. 40 w uktadzie kartezjanskim dla N=5,6,7.
Zatem wykresy biegunowe dla P(¥)(6) nie sa jednoznaczne dla pewnych wartosci 6. Nie-
mniej nie zrezygnowalismy z rys. 39 z uwagi na wzglednie niewielkie warto$ci ujemne
rozktadéw P () oraz duza czytelnosé i pogladowosé takich wykreséw biegunowych.
Dla dobrze rozdzielonych wierzchotkéw maksima P©(6), P(6) i P\=1(6) pokrywaja
sie. Jednak w miare wzrostu N pojawiaja si¢ nieznaczne roznice potozenia maksimow
tych rozktadow. Wynika to z dominujacej roli cztonéw interferencyjnych.

Podkreslamy, ze mimo tych réznic istnieje duze podobienstwo miedzy
s-sparametryzowanymi rozkladami fazowymi (zatem i s-sparametryzowanymi rozkla-
dami quasi-prawdopodobienstwa) a rozktadem fazowym Pegga-Barnetta w opisie dys-
kretnej superpozycji stanéw rozréznialnych makroskopowo dla modelu oscylatora an-

harmonicznego.
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7.4 Rozkltady fazowe i quasi-prawdopodobienstwa w opisie

dyfuzji fazy

Opiszemy ewolucje fazy pola w modelach ttumionego i wzmacnianego oscylatora
anharmonicznego stosujac metode zaproponowang przez Barnetta i in. [342]. Cze-
sto optyczny szum kwantowy rozklada si¢ na dwie czesci: szum amplitudowy i fazowy.
Fluktuacje zwigzane z ttumieniem i wzmacnianiem oscylacji anharmonicznych powodu-
ja m.in. dyfuzje fazy. Porownanie wspétezynnikéw dyfuzji w réwnaniu Fokkera-Plancka
dla s-sparametryzowanych rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa z tym wspotczynni-
kiem w réwnaniu ewolucji rozktadu fazowego Pegga-Barnetta pozwala na stwierdzenie,
ze funkcja Wignera prawidtowo opisuje dyfuzje fazy. Do tego wniosku dojdziemy bez
potrzeby znalezienia jawnej postaci rozktadéow W) (a), P& () i P(6).

Zjawisko ttumienia i wzmacniania opiszemy w standardowy sposéb, tak jak to uczy-
nilisSmy w modelu rozpraszania ramanowskiego poprzez sprzezenie uktadu (oscylatora
anharmonicznego) z nieskonczonym zbiorem oscylatoréw znajdujacych sie w réwnowa-

dze termodynamicznej (termostatem). Hamiltoniany maja posta¢ [343, 181, 179]:

H = Hy+ Hp + Hy, (440a)

Hy = hwita+hY wyal;ay; (440D)
J

Hp, = hka'?a? (440c)

Hpy = h(al'* +h.c), (4404)

gdzie operatory termostatu sa nastepujace: (i) dla ttumionego oscylatora anharmonicz-

nego
f = Z KdeVj (441)
J
oraz (ii) dla oscylatora wzmacnianego

I =) kyjaf; (442)
J
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Stale sprzezenia z j-tym oscylatorem termostatu oznaczono przez sy ;. W tym para-
grafie oméwimy jedynie model oscylatora wzmacnianego, natomiast analize oscylatora
ttumionego przedstawimy w uzupetnieniu H.
Roéwnanie podstawowe dla zredukowanej macierzy gestosci p w obrazie oddziatywa-
nia ma postaé [179]:
9p
ot
tp— pata), (443)

gdzie (ny) oznacza $rednia liczba oscylatoréw w  jednym modzie termosta-
tu okreslonag rozktadem Bosego-Einsteina (74). Stosujac reguly odpowiedniosci
( 75a-b) otrzymujemy réwnanie Fokkera-Plancka dla s-sparametryzowanych rozktadéw

quasi-prawdopodobienstwa:

0 0 0 0?
W) = {—ir 201 - 5)ZLa - 22 alaf? + s——a?
8tW (c) { 1/4;{ ( s)aaa 804a|a| +sa&2a
1—-s52 08 v ({0 9,
e~ Loy Lot 444
2 Ja?0ar C] 2 <8aa+ oo a) (444)
1+s 0?
o (s)
+ Y <<nv> + 9 ) aaaa*}w (Oé)

Nasze réwnanie (444) jest uogdélnieniem na dowolnie sparametryzowany rozktad
W) (a) réwnania Daniela i Milburna [179] dla funkcji Q (s = —1). Wspomniani
autorzy znalezli rozwiagzanie FPE dla funkcji (). Jednak przedstawimy poréwnanie r6z-
nych rozktadéw w taki sposob, ze znajomoéé pelnego rozwiazania (444) dla W) (a)
nie jest potrzebna. W tym celu zapiszemy réwnanie (444) w zmiennych biegunowych

r=|ali60 = Arg(a). Po przeksztatceniach otrzymujemy:

0 s\ O 1—-s> 0 0
D) () — SN 1—s* 0Y 0
V" (0) {2“<T 1-3) 5 “(H 82 a) a

9
09
v O 5, 7 . 1+s 0 8
- 7.2 (44
2r87"r+47"2 ((nv>+ 2 )(8 "or 5)
k1l—s? 03
- = - (s)
8 12 893}W (r,9)

Z drugiej strony, w analogii do rozwazan z §3.2, rbwnanie podstawowe (443) zapiszemy

180



w reprezentacji fokowskiej dla pp,, = (m|p|n):

O o = =i mm = 1)~ n(n — D]pu

+ % [ZWPm—l,n—l] — (m +n+ 2>pmn] + ’7<ﬁV> (446>

X |:\/ mnpm—1n-1 + \/(m + 1)(” + 1)pm+1,n+1 - (m +n+ 1)pmn:| .

Po wysumowaniu obu stron réwnania (446) po m i n z odpowiednim czynnikiem

fazowym, otrzymujemy:

%P(@) = —iK % ; Pmn exp[—i(m - n)@](m - n)(m +n-— 1)
=3 5 Y pwnelin — VT = VT
— %<ﬁv> % Z Prmn €Xp|—i(m — n)0) (447)

x [(VmH T = Vi F 12+ (Vi = Vi)

Powstaje problem, jak powiaza¢ rownania (445) 1 (447). Nie jest to tatwy problem, gdyz
fluktuacje amplitudy i fazy zwigzane ze wzmacnianiem oscylatora anharmonicznego nie

faktoryzuja sie. Jednak przy zaltozeniach:
(n) > 1, (448a)
(n)y > ((An)?), (448Db)
réwnanie (447) upraszcza sie do postaci
0 d  y2hy)+1 02

5 P(0) = {2m<ﬁ>% - . ﬁ} P(#). (449)

Jak widaé¢ wspotezynnik dyfuzji w (449) jest réwny

DB = 8&>(2(ﬁv>+1), (450)

)

podczas gdy wspotezynnik dyfuzji Dés (zwiazany z dyfuzja fazy) w réwnaniu

Fokkera-Plancka (445) ma postaé

DY = —_@2()+1+s), (451)



jesli przyjaé, ze r—2 ~ (n)~!, co w istocie odpowiada zalozeniu ( 448b). Wida¢, ze
funkcja Wignera (s = 0) prawidtowo opisuje dyfuzje fazy.

Do tego wniosku mozna doj$¢ bardziej formalnie pomijajac fluktuacje amplitudy:

WO (r0) = 27”P<s>(9)5(r— ). (452)

Wéwezas rownanie Fokkera-Plancka (H.3) dla W) (r, ) redukuje si¢ do réwnania dla

sparametryzowanego rozktadu fazowego P*)(6):

) . . 0 ol R 1+s 82
ap( (9) = {n(2<n> —2—5)%+ (7) <<nv> +T) 962

_ gl&l; %} PO0) (453)

. 2 _ 2
{2,€<ﬁ>a y2(w)+1+s 9 wl-s" 0 }P(S)(Q)_

Q

078 (a) 0° 3 (n) o
Drugie z réwnan dla marginalnej funkcji Wignera P()(#) ma takie same wspotczynniki
dryftu i dyfuzji, jak réwnanie (449). Te roéwnania réznig sie jedynie wystepowaniem
cztonu z trzecig pochodng po 6. Podobny wynik otrzymaliémy w uzupetnieniu H dla
modelu ttumionego oscylatora anharmonicznego.

Metode Barnetta i in. [342] zastosowali takze Lakshmi i Swain [288] oraz Lu
[344] w innych modelach. Takze z tych badai wynika, ze funkcja Wignera dobrze
opisuje wtasnosci fazowe przy zalozeniu intensywnego pola o zaniedbywalnie matych

fluktuacjach amplitudy.
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PODSUMOWANIE

1. Wyprowadzono analitycznie zwarte wyrazenia na s-sparametryzowane roz-
ktady quasi-prawdopodobienistwa W) (), m. in. dla idealnych stanéw Scie-
$nionych (29), przesunietych stanéw fokowskich (32) i stanéw koherentnych

Titulaera-Glaubera (45).

2. Opisano ewolucje pola o duzej liczbie fotonéw w nieliniowym osrodku kerrow-
skim w ramach modelu oscylatora anharmonicznego. Metoda punktu siodtowego
wyznaczono przyblizony wzor na funkcje @ (61). Na wykresach przedstawiono
przekroje funkcji @) w tej samej skali dla matej i dla duzej liczby fotonéw. W

ostatnim przypadku otrzymano regularne eliptyczne przekroje.

3. Rozpraszanie ramanowskie na duzym zbiorze fononéw nalezacych do réznych mo-
déw opisano w ramach kwantowo-statystycznego modelu fal stojacych. Rozpra-
szanie analizowano w opisie catkowicie kwantowym, tj. uwzgledniajac kwantowsa
ewolucje pdl rozproszonych (stokesowskiego i antystokesowskiego) oraz pompu-
jacego pola laserowego. Wyprowadzono réwnanie fundamentalne (69) opisujace
m. in. ostabienie pola pompujacego oraz stochastyczne sprzezenie pol stokesow-
skiego 1 antystokesowskiego. Wyprowadzono réwnanie Fokkera-Plancka (77) dla
s-sparametryzowanego rozktadu quasi-prawdopodobiefistwa W) (ar, ag, a4) o-
raz réwnanie ruchu (79) dla s-sparametryzowanej funkcji charakterystycznej
C®(ar, as, as). Znaleziono przyblizone rozwigzania dla =Y (ay, as, ) (B.2)

i dla W (ap, ag,a4) (B.3).

4. Badano rozpraszanie ramanowskie w przyblizeniu parametrycznym. Podano réw-
nanie Fokkera-Plancka (80) dla W®)(ayg, a4) oraz réwnanie (81) dla C®) (ag, aa).
Zmaleziono dokladne analityczne rozwigzania okreslajace ewolucje rozktadow
W (ag,ax) (89) i funkeji charakterystycznych C)(ag, as) ( 83). Przedsta-
wiono zagadnienie istnienia s-sparametryzowanych rozktadow W) (ag, as) dla
poczatkowych pél rozproszonych koherentnych i/lub chaotycznych. W szczeg6l-

nosci omowiono istnienie rozkladu P Glaubera-Sudarshana.
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5. Przedstawiono opis rozpraszania ramanowskiego z uwzglednieniem kwantowej e-
wolucji pola pompujacego (tj. bez stosowania przyblizenia parametrycznego), a-
le z pominieciem pola antystokesowskiego. Podano réwnanie fundamentalne w
reprezentacji fokowskiej (110) i znaleziono jego petne (tj. dla wszystkich ele-
mentéw macierzy gestosci) analityczne rozwiazania (114)— (115) oraz (118),
spetniajace dowolne warunki poczatkowe. Podano zwiazek tych rozwiazan z
s-sparametryzowanym rozktadem W) (ay, ag). Podobna analize przeprowadzo-
no dla pol laserowego i antystokesowskiego, ale z pominieciem pola stokesowskie-
go. Rozwiazanie dla dowolnych pél poczatkowych jest dane wzorami (D.5)— (D.6)
i/lub (D.8). Znaleziono przyblizone rozwigzanie (128), znacznie upraszczajace

rozwiazanie Sciste (118).

6. Omoéwiono powstawanie dyskretnych superpozycji stanow rozroznialnych makro-
skopowo (kotéw i kociat schrodingerowskich) podczas propagacji swiatta w o-
srodku kerrowskim stosujac model oscylatora anharmonicznego. Pokazano, ze
przy odpowiednim wyborze dtugosci osrodka (czasu) powstaja superpozycje za-
rowno parzystej jak i nieparzystej liczby stanéw koherentnych. Podano takze
ogblne reguty opisujace proces generacji dyskretnej superpozycji stanéw kohe-
rentnych. Przedstawiono rozwiazanie (149) ukladu réwnan Bialynickiej-Biruli
(142) na wspélezynniki superpozycji w postaci prostych, analitycznie zwartych
wyrazen (174)— (175). Okres$lono symetrie wspotczynnikéw superpozycji. Poda-
no explicite wzory (183)— (188) na superpozycje stanéw o kilku sktadnikach.
Pokazano roznice i podobienstwa w opisie superpozycji stanéw generowanych
w wersji kwadratowej modelu i wersji normalnie uporzadkowanej. Oszacowano
maksymalng liczbe (189) dobrze rozdzielonych sktadnikow superpozycji w zalez-
nosci od poczatkowej liczby fotonéw. Znaleziono s-sparametryzowane rozktady
W) () (177) reprezentujace superpozycje stanéw. Funkcja @, przedstawiona
na rysunkach, wykazuje regularng strukture dla superpozycji dobrze rozdzielo-

nych stanow.

7. Analizowano zjawisko $cie$niania oraz jego graficzne reprezentacje w modelu oscy-
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10.

11.

latora anharmonicznego. Otrzymano wyrazenia opisujace $cie$nianie i Sciesnianie
w osiach gléwnych. Przyblizone analityczne wzory na wariancje (224) oraz wa-
riancje ekstremalne (226) otrzymano metoda punktu siodtowego przy zatozeniu
duzej liczby fotonéw i matej nieliniowosci o$rodka. Poréwnano $ciesnianie $wia-
tta o duzej i malej intensywnosci. W pierwszym z wymienionych przypadkdw
pokazano mozliwosci uzyskania prawie doskonalego Sciesnienia Swiatta w mode-
lu. Wykreslono m.in. lemniskaty wariancji w celu zobrazowania przewidzianego

efektu Scies$nienia $wiatla.

Analizowano statystyke liczby fotonéw po6l ramanowskich i pola pompujacego.
Wyznaczono s-sparametryzowang funkcje tworzaca (231) w prosty sposob o-
kreslajaca statystyke fotondéw. Podano warunki okreslajace Sciesnianie i Scie-
Snianie w osiach glownych poprzez odpowiednie funkcje w rozwigzaniach na
s-sparametryzowane rozktady W® (ag, a4). Przedstawiono analityczne i graficz-
ne porownanie réznych formalizméw korzystajac z rozwigzan podanych w §§3.2.1,

3.1.21 3.2.2 oraz rozwigzan krétkoczasowych wyprowadzonych w uzupetnieniu E.

. Podano ogélne zwiazki miedzy rozktadem fazowym, otrzymanym w ramach for-

malizmu hermitowskiego operatora fazy Pegga-Barnetta, a funkcja @ (299) i

uogdlniona reprezentacja P (301).

Skonstruowano skonczenie-wymiarowe stany koherentne (331) w przestrzeni sta-
néw U, ktoére sa analogiem glauberowskich stanéw koherentnych w zwyktej prze-
strzeni Hilberta. Wyprowadzono rézne wzory rekurencyjne (317)- (323) i znale-
ziono ich ogdlne rozwiazanie (328) i (336) dla przestrzeni o dowolnej liczbie wy-
miar6w. Podano jawna postaé kilku stanéw (F.23)— (F.28). Znaleziono dyskretny
rozktad fazowy Pegga-Barnetta oraz rozktad liczby fotonéw. Wyniki zilustrowano

graficznie.

Pokazano explicite, ze fazowe formalizmy Pegga-Barnetta i Garrisona-Wonga nie
sg réwnowazne. W szczegdlnosci, porownano rozktady fazowe i wariancje fazy

wyznaczone w formalizmach Pegga-Barnetta i Garrisona-Wonga dla kilku kon-
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12.

13.

14.

kretnych stanéw pola: stanow fokowskich, glauberowskich stanéw koherentnych
oraz idealnych stanéw Sciesnionych. Pokazano, ze w ramach tych formalizmow
uzyskuje si¢ jakosciowo rézne rozktady fazowe. Rozktad Garrisona-Wonga wyka-
zuje anizotropie w przeciwienstwie do symetrii rozktadu fazowego Pegga-Barnetta
oraz marginalnych funkcji Wignera i funkcji ). Uproszczono metode wyznacza-
nia rozktadu fazowego Garrisona-Wonga, m. in. znaleziono rozwigzania wzordéw

iteracyjnych.

Rozktad fazowy Pegga-Barnetta porownano z s-sparametryzowanymi rozktada-
mi quasi-prawdopodobienstwa W) (a) scatkowanymi po zmiennej radialnej. Po-
dano analitycznie zwarte doktadne wzory na s-sparametryzowane rozktady fa-
zowe dla stanéw koherentnych (404), idealnych stanéw $ciesnionych (408) o-
raz przesunietych stanéw fokowskich (416). Podano ogdlna relacje (391) na
s-sparametryzowane rozktady fazowe w postaci podobnej do wyrazenia okresla-
jacego rozktad Pegga-Barnetta. Pokazano, ze ta relacja jest stuszna takze w przy-
padku granicznym — dla marginalnej funkcji P. Pokazano, ze w ogdlnym przy-
padku, zaden z s-sparametryzowanych rozktadow fazowych nie jest doktadnie
rowny rozktadowi Pegga-Barnetta. Numeryczne wyniki ilustrujace podobienstwa

i r6znice przedstawiono na rysunkach.

Analizowano dyfuzje fazy w modelach ttumionego i wzmacnianego oscylato-
ra anharmonicznego. Pokazano, ze sposréd s-sparametryzowanych rozktadéow
quasi-prawdopodobienstwa, funkcja Wignera najlepiej opisuje wtasnosci fazowe

Swiatla.

Rozktad fazowy Pegga-Barnetta oraz s-sparametryzowane rozktady fazowe wy-
korzystano do opisu kwantowych superpozycji stanéw rozroznialnych makrosko-
powo. Pokazano, ze dla superpozycji dobrze rozdzielonych stanéw omawiane roz-
ktady fazowe, jak i s-sparametryzowane rozktady quasi-prawdopodobienstwa,
wykazujg te sama symetri¢ rotacyjna. Funkcje fazowe przedstawiono graficz-

nie w celu wyeksponowania ich symetrii oraz wptywu cztonéw interferencyjnych.
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Wyprowadzono wzory analityczne ukazujace podobienstwa pomiedzy rozktadem
Pegga-Barnetta (426)— (429) a s-sparametryzowanymi rozktadami fazowymi

(432)— (437) dla superpozycji standw.

Nastepujace wyniki przedstawione w dysertacji sg naszym zdaniem najistotniejsze:

Analiza dyskretnych superpozycji stanéw rozréznialnych makroskopowo powsta-
jacych podczas oddziatywania $wiatta z osrodkiem w ramach modelu oscylatora
anharmonicznego. W szczegdlnosci ukazanie mozliwosci otrzymania stanu super-
pozycji o nieparzystej liczbie sktadnikéw oraz wyprowadzenie prostych, a zarazem
doktadnych wzoréw analitycznych (174)— (175) okreslajacych superpozycje. Jest
to rozwiazanie problemu Sandersa [192]. Niektore wyniki zostaty opublikowane

w [54] % i [60] 7.

Wyprowadzenie ogélnych wzoréw  (391)— (394) okreslajacych s-sparame-

tryzowane rozklady fazowe. Wzér (392) przedstawiono w [49] 8.
Poréwnanie fazowych formalizméw Pegga-Barnetta i Garrisona-Wonga [133] *.

Wyprowadzenie, metoda punktu siodtowego, przyblizonych wzoréw analitycz-
nych na funkcje @ (61) i wariancje ekstremalne (226) w opisie ewolucji pola
o duzej liczbie fotonow w osrodku, ktory jest modelowany jako oscylator anhar-

moniczny [25] 9.

Jawna postaé stanéw koherentnych (331) i (336) w skorficzenie-wymiarowej prze-
strzeni stanéw W [277] 6. Jest to analityczne rozwigzanie problemu Knighta i

wspolpracownikéw [40].

56

O

ile nam wiadomo, ten artykul byl dotychczas dwadziescia dwa razy cytowany w literaturze

Swiatowe]

STartykul dziewieé razy cytowany

58artykul dwa razy cytowany

S9artykul siedem razy cytowany

S0artykul trzy razy cytowany

61niektére wyniki przedstawiono na konferencji ,,Quantum Optics III”, ktéra sie odbyla w Szczyrku

w wrzesniu 1993
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e Analityczne rozwiazania (114)- (115) i/lub (118) réwnania fundamentalne-
go (110) dla wszystkich elementéw macierzy gestosci i dla dowolnych pdl po-
czatkowych opisujace rozpraszanie ramanowskie z uwzglednieniem kwantowej e-
wolucji pola pompujacego. Jest to istotne i nietrywialne uogodlnienie rozwigzan
McNeila i Wallsa [88] oraz Simaana [89] 2. Nasze wzory, w przeciwiefistwie do
rozwigzan innych autoréw, w pelni spetniaja kryterium Pefiny [24]. Wynik zostat

opublikowany w [64].

e Opis rozpraszania ramanowskiego w przyblizeniu parametrycznym za pomoca

s-sparametryzowanych rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa (89) [64].

62Te rozwiazanie sy ograniczone do elementéw diagonalnych macierzy gestosci w reprezentacji fo-
kowskiej, zatem nie opisuja wlasnosci fazowych $wiatla (w szczegélnosci Scie$niania). Mimo to, analiza
Simaana [89] jest do dzi§ uznawana za najpelniejsze zastosowanie réwnania fundamentalnego do opisu

rozpraszania ramanowskiego [73, 110].
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Uzupetlnienie A.
Wyprowadzenie réwnania fundamentalnego ( 69)
Hamiltoniany oddziatywania Hg ( 66a) i H4 ( 66b) mozna zapisa¢ nastepujaco:
4
Hs+Hy = hY_ FiQy, (A.1)
k=1
gdzie

Fl = FQJF = Z)\de‘tj eXp[inj<t—t0>],
J

Fy = Ff =Ny, expl—iwy;(t — t)], (A.2)
J

Q1 = Qf = araf exp[—iQs(t — to)],

Qs = QI = apa} expliQa(t —to)].

Czestotliwosci Qg 1 Q4 wyrazaja sie wzorem ( 73). Operatory Qi (F,) sa wytacznie
funkcjami operatoréw uktadu (termostatu). Zatézmy, ze fonony optyczne sa gesto u-
pakowane z liczba modéw g(w;)dw; w przedziale (w;,w; + dw;). Zatem sumowanie po

modach wibracyjnych mozna zastgpi¢ catkowaniem

/dw]g w;)( (A.3)
0

]
Przyjmijmy, ze dla fononéw optycznych stale sprzezenia Mg a(w;) 1 funkcja gestosci

g(w;) sa ptaskie w poblizu €,

g(QE+AQ) = ¢g(Q), (A4a)

MOQEAQ) &~ A(Q), k=S, A (A.4b)

W celu wyprowadzenia réwnania fundamentalnego nalezy wpierw wyznaczy¢ spektral-

ne gestosci termostatu
/ T F F> dr, (A.5a)
R
0

189



o

wy; = / e (Bfi(n) dr, (A.5b)

0

gdzie (...) g oznacza usrednianie po wszystkich operatorach termostatu oraz podstawia-

my w; = g 4. Po dokonaniu odpowiedniego przeliczenia otrzymujemy

wfy = (5 +idws) () +1),

wiy = (5 —idws) (),

Wiy = <77A—1AWA> (v),

wh = (Zidwa) () + 1),

wf = (5% +ifwas) () +1), (A.6)
wiy = (WTA—lAWSA) (fv),

wfy = (557 —idwas) Gw),

wfy = (T4 iwsa) () +1),

wy = (wg)’

Wszystkie pozostate gestosci spektralne, w szczegdlnosci wif (dla i =1,...,4), znikaja.
Dla prostoty, $rednia liczbe fononéw o czestosci €2 oznaczylismy przez (ny) = (ny(Q2)).
Stale y4, Vs, vas 1 vsa okreslaja odpowiednio wzory (70a) i (70b). Zachodzi pro-
sta relacja miedzy tymi stalymi: [ys4]® = |yas|”° = Ya7vs. Przesuniecia czestodci Aw;

wyrazaja sie przez catki w sensie wartosci gtéwnej Cauchy’ego

s 2
Awp = —P/g(%m’“(”ﬂ” dw; (k=S5 A), (A.7a)
Wy — Qk
0
Awss = (Awas)” = —P / g(”j)f(”jgf‘(”j)dwj. (A.7b)
-

0
Przesuniecia Aw; zmieniaja tylko nieznacznie czestos¢ 2, zatem z reguly sa pomija-
ne [19]. Po wyliczeniu spektralnych gestosci termostatu wyprowadzenie réwnania fun-

damentalnego ( 69) nie stwarza zadnego problemu.
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Uzupetnienie B.
Przyblizone rozwigzanie réwnania Fokkera-Plancka ( 77)

Podamy tutaj proste formalne rozwigzanie uogdlnionego réwnania Fokkera-Plancka
( 77) dla funkcji Q@ = WV (ayr, ag, as,t), jak réwniez rozwigzanie odpowiadajacego
réwnania ruchu dla funkcji charakterystycznej CY(8;, Bs, Ba,t). Wybieramy porza-
dek antynormalny (s = —1), aby zmniejszy¢ problemy zwiazane z istnieniem rozwiazan,
a takze, aby zredukowaé¢ FPE zawierajace pochodne trzeciego rzedu (dla s = +1) do
rownania drugiego rzedu. O czym juz wspominaliémy, problem znalezienia Scistego roz-
wiazania rownan ( 77) i ( 79) jest bardzo skomplikowany, gdyz elementy wektora dryftu
nie sg liniowe oraz elementy macierzy dyfuzji nie sg state. Najczesciej stosowang meto-
da rozwigzywania takich rownan jest zatozenie matych fluktuacji pol promieniowania
w poréownaniu do ich érednich wartosci [71, 20, 24, 345, 342]. Ten warunek mozna
spetni¢ dobierajac odpowiednio stan podstawowy pol pompujacego i rozproszonych.
Przy tym bardzo mocnym zalozeniu, réwnania Fokkera-Plancka ( 77), odpowiadajace

porzadkowi antynormalnemu, mozna zapisa¢ w zlinearyzowanej postaci:

aatW ap, as, aat) = %fys{ [ (DL5+€L55)68 825
+ (fis >a%f%04L — ((nr) — 1)%0@ + c.c.]
+2<ﬁs>% 022 w
+%7A{ [ (DLA+£L€A)i%
() ~ g + i) g+ e
2{h >0§A agA WD (B.1)
AT e ( Aaas i ais aiA % ag)

o 9 0?
—2(Dgr, — €L§S)8a2 Do s — (Dgq + §S§A) *2] +c.c. }W

8(918

. 1 0
+ ’YS<”V>{ (58—CYL — (Drs + &65)80@ o + 58045 ag + c.c.)
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0.0 Loy ® 90

+ <n5> L 0oy + >(9045 0o
1 0 o 0 1 0
"—’YA (58_ oy, — DLA—FgLfA)a 8aA + §aaAC(A+C.C.>

IR T Y
+00) 5o g0 ) 50 5 PV

&La

{ S\ 2%AQAL( [y wpey O 9y 0 0
— astiv)e (wm+@g55yu@+g@—aa
L

00 00y oo,

0
+ (Dar — €L5A)a  Das + (Ds1 — €L§s)a " Jon

gdzie wspotczynniki Dy, Dy, Ch, & dla kI = L,S, A sa zdefiniowane wzorami
( 82a-e) w chwili poczatkowej ty. Zauwazamy, ze przy takich zatozeniach rozprasza-
nie ramanowskie mozna traktowa¢ jako proces Ornsteina—Uhlenbecka [109]. Réwnanie
Fokkera-Plancka ( B.1) moze by¢ rozwiazane analitycznie r6znymi metodami (zob.
np. [20]). Przyktadowo, FPE ( B.1), po zastosowaniu odwrotnej transformaty Fourie-
ra ( 4), przechodzi w réwnanie ruchu pierwszego rzedu dla funkcji charakterystycznej

(B, Bs, Ba,t). Metoda charakterystyk zastosowana do tego réwnania prowadzi do

rozwigzania
OBy s, Bat) = (exo{ = D [BUU@IG
rha
+ (%0;;(75)5,3 + c.c.> + (BiEi(t) — c.c.) ]
+Ds()3;85 + Dispris (B.2)
+ Dpa()B; 34 + DiaBLiy

+Dsa(t)8385 + DsaBsti +cc}),

gdzie duze nawiasy (---) oznaczaja usrednianie po zespolonych amplitudach & (k =
L, S, A) z poczatkowym rozktadem W (ay, ag, ag, to). To okresla wptyw poczatko-
wych statystyk pdl (pompujacego i rozproszonych) na ewolucje uktadu. Rozwiazanie
rownania ( B.1) otrzymujemy z rozwiazania ( B.2) liczac transformate Fouriera ( 3).

Rozwiazanie ma forme szeSciowymiarowego (nie liczac czasu) rozktadu gaussowskiego
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zawierajacego korelacje miedzy polami promieniowania:

1
W(*l)(al,aQ,&g,t) = <m exp{ — (L(fl))fzz

Jj=1

oy~ 6 0PE 5 (0] - §0)* B + )

2NN (@) - € 0)(ah — ) B (B.3)

=1 k=jt1
oy — &) 0h — GOIESY +cc. ]}>

gdzie dla prostoty zmieniliSmy wskazniki amplitud: oy = arp, as = ag, ag = g,
& = &p, & = &g, & = Ea. Niezalezne od czasu wspétezynniki 7Y, . EGY 1 LED
sa funkcjami wyrazen B,g_l), Ch, Dy, Dy wystepujacych w réwnaniu ( B.2). Z braku
miejsca nie podajemy tych wspotezynnikoéw explicite, gdyz sa o wiele bardziej skompli-
kowane niz odpowiednie wspétezynniki ( 90) i ( 91) dla rozktadu dwumodowego. Za-
mierzali$émy jedynie podaé¢ przyktad przyblizonej metody rozwiazywania réwnan ( 77)
i (79). Zasadniczo, rozwiazania ( B.2) i ( B.3) sa stuszne jedynie w przyblizeniu para-

metrycznym i przyblizeniu krétkich czaséw (STA).

Uzupelnienie C.

Sciste rozwigzanie réwnania fundamentalnego ( 110)

w reprezentacji fokowskiej

Nastepujace przeksztaltcenie elementéw macierzy gestosci pm (vuT):

nl(n +v)!

1/2
m} Prm(VUT), (C.1)

Vum(VuT) = {
eliminuje pierwiastek kwadratowy wystepujacy w réwnaniu ( 110) dla elementéw nie-
diagonalnych. W przeksztatceniu ( C.1) przyjeliSmy, ze stopien niediagonalnosci u jest
liczba naturalng (uwzgledniajac 0), podczas gdy v > —n. Po podstawieniu ( C.1)

do ( 110) réwnanie ruchu dla nowych elementéw macierzowych ¥y, (vur) przyjmuje
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postac:

Yunlvpr) = =3[a0m+ 1) 4 (04 v) o+ g+ ) g ()

+ wn—i—l,m—l(VMT)- (02)

Metoda transformat Laplace’a, zastosowana do rownania ( C.2), w prosty sposob pro-
wadzi nas do rozwiazania

G (vs) =Y Cnprmar(vpmo) [JIs + fF0)] (C.3)

p=0

dla transformaty Laplace’a 1),,,, (vut) elementéw 9, (vpu). W rozwiazaniu ( C.3) poja-
wia sie funkcja f(p) dana przez ( 116). Jesli nie ma réwnych czynnikéw wsroéd elementéw
zbioru f(0), f(1),..., f(I) to odwrotna transformata jest rozwiazaniem ( 114). Oczywi-
Scie, nalezy powrdcié do starej notacji na elementy py,,, (vu7) zgodnie z definicja ( C.1).
Jesli jednak mianownik we wzorze ( C.3) zawiera powtarzajace sie elementy to odwrot-
na transformata musi uwzgledni¢ konwolucje. Wykorzystamy dwie ogdlne, zasadniczo
réwnowazne metody stosowane przez Simaana [89] i Malakyana [118]. W nastepujacy
sposob rozdzielimy réwnanie ( C.3) na dwie czesci:

l

Pum(vis) =Y Wnrimor(vpmo) [ [ls + £ (o))

+ (1= 6m0) D> Unirm1(vpmo) (C.4)
< s+ s I ls+re),

gdzie A zdefiniowali$my wzorem ( 113) (lub réwnowaznie relacja ( 117)). Zauwazamy,
ze parabola f(q)=const przyjmuje wartosci maksymalne dla gy = (2m —2n+pu —v +
2)/4. Warto$¢ parametru qo, lub lepiej A (funkcja entier z qg), moze by¢ kryterium
okreslajacym sposéb rozdzielenia czltonéw w ( C.3) tak, aby mozna bylo skutecznie
zastosowaé twierdzenie o splocie. Pierwszy czton w ( C.4) nie zawiera w mianowniku
sktadnikow wzajemnie rownych. Zatem odwrotna transformata Laplace’a tej czesci

wzoru (C.4) przyjmuje forme ( 114), gdzie nalezy odpowiednio dobraé¢ gorng granice
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sumowania. Mianownik drugiego cztonu ( C.4) zawiera powtarzajace sie sktadniki, ale

zapisane w postaci rozdzielonej. Zatem mozna bezposrednio zastosowaé twierdzenie o

splocie, ktére prowadzi nas do rozwiazania ( 115).
Roéwnania ( 114) i ( 115) maja skomplikowana strukture. Zapiszemy te wzory w po-

staci zwartej. Jesli zatozy¢, ze wystepuje tylko jedna para réwnych sktadnikow wérod

elementéw f(0), f(1),..., f(1), id est
S F@) = F@) 0 F@) # ), (5

Q749
q7q1,4}

q1,9;€40,...,1}
to rozwiazanie ( C.3) dla transformaty 1, (vu7) mozna zapisaé w postaci
m l
umvps) = Y Gnsrmaa(pm)ls + f@)] 7 T] s+ e (C6)
=0 p;fqzl(,)q’l
Zauwazmy, ze odwrotna transformata rozwiazania ( C.6)
wnm(V/“—) = Z wnJrl,mfl(V,U/TO)
1=0
l l
A X enl-s@an TTre) - f@)! (©7)
q;;?q/l 1?;7:&2
!
+ (AT - Y k) - f((h)]_l) exp[—f(q1)A7]
k#qul(,)q'l

< I @ - )™},

p=0
p#a1,4}

jest pochodna (z przeciwnym znakiem) rozwiazania ( 114) wzgledem zmiennej f(q;) :

¢nm(yuT) = Z¢n+l,m—l(yﬂ7—0)

=0

<_af?q1)) > exp[— f(q)A7] H [f(p) — f@)]". (C.8)

q=0

a#4}
(@), flaa) = f(q}), rozwiazanie dla

W przypadku d réwnych par, tj. gdy f(q1)
transformaty Laplace’a ( C.3) mozna zapisa¢ w postaci

Enm(yp“s) = Z¢n+l,m—l(7jﬂ7—0)
=0
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< TTis+r@n> I ls+ o), (C.9)

r=1 p=0
P14} 144,49,

co ostatecznie prowadzi nas do rozwiazania

m ; d P
Unm(Vpt) = ;wnﬂ,m—l(WN—O) <(_1) Eaf(%))
x> epl=flgar [ U —Ff@t (€10

Jesli zastosowaé operator rézmiczkowy D ( 119) rzedu d, to rozwiazanie (C.10)

mozna zapisa¢ w postaci ( 118).

Uzupetnienie D.

Pole antystokesowskie w rozpraszaniu ramanowskim:

rozwigzanie rownania fundamentalnego

W paragrafie 3.1 przedstawiliSmy analize rozpraszania ramanowskiego z uwzgled-
nieniem pol stokesowskiego i antystokesowskiego. Natomiast w paragrafie 3.2 studio-
walismy jedynie ewolucje pola stokesowskiego. Dla kompletnosci rozwazan przedstawi-
my w tym uzupetnieniu analize¢ rozpraszania ramanowskiego typu antystokesowskiego
uwzgledniajac kwantowy charakter pola pompujacego. Pominiemy generacje pola sto-

kesowskiego
s = Yas = Ysa = 0 (D.1)
oraz zatozymy bardzo niskag temperature krysztatu, co oznacza:
(ny) = 0. (D.2)

Przy tych warunkach réwnanie fundamentalne ( 69) w reprezentacji fokowskiej ma

postaé

%pnm(ym) — —%[(n + Dm+ (n+ v+ 1) (m + )] pum(vur)

+ [n(n+v)(m+1)(m+p+ 1] 2py 1wy (vpr),  (D.3)
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gdzie dla prostoty przyjeliSmy notacje ny, = n, n;, = n + v (tak jak w paragrafie 3.2) i

na =m,n’y =m+ p. Jedli zdefiniowaé¢ A jako:

n—m+1 v—pu
A= D4
==+ (D.4)

to rozwiazanie ( D.3) dla A < 0 jest réwne

1/2 n

Zpﬁ_z(vm)piﬂ(m)
=0

mm+y&]

punionr) = |

(it Dl 14 )]
g { (n—=DYn—1+v) ] (D.5)

p=0
p#q

x> exp[—g(q)At] [ Jlg(p) — 9(a)) ",

podczas gdy dla A > 0 jest dane przez

nl(n+ v 2 L
Prm(VUT) = {m} {an_z(Wo)piH(uTo)

. {(m—i—l)'(m—i—l—i—/ﬁ) }1/2
(n—=0D(n—1+v)

X Z exp|—g(q)AT] H[!J(p) - Q(Q)]il

+ (1= dno) Z pre—1(V70) i1 (470)
(m+ Dl + 1+ p)!] "2
[(n—l)!(n—l—l—y)'} (D-6)
x > > T = 9@ T l9@) —g(d)]™
q=0 ¢'=X+1 P;Z p;:;é\;;l
X\ dg(q)9(a) AT exp[—g(q) AT]
.\ exp[—g(9)AT] — exp[—g(q') AT]
+ Oy — 1) 9(q) — g(q') )} ’
We wzorach (D.5) i (D.6) g(x) oznacza
g(x) = %[(m—l—x)(n—x—kl)+(m+x+,u)(n—:v—|—u+1]. (D.7)
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Rozwiazanie ( D.5)-( D.6) mozna zapisa¢ w alternatywnej zwartej postaci

1/2 n

nl(n+v L
puntirr) = [ ]S o

" (m + D (m + 1+ p)!"?
n—l Nn—1+v)!

x D Z exp|—g(q)A7] H l9(p) — g(a)] ",

A / I /
a#4] 95,50y p#qq 95y

gdzie operator rozniczkowy D zdefiniowalismy wzorem ( 119).

Uzupetnienie E.

Krétkoczasowe rozwigzania rownania fundamentalnego
( 110)

W paragrafie 4.2.2 poréwnalismy roézne formalizmy opisu rozpraszania ramanowskiego:
metode rownania Fokkera-Plancka oraz metode réwnania fundamentalnego w reprezen-
tacji fokowskiej. Aby przedstawi¢ petniejsze pordéwnanie réznych formalizméw podamy
teraz rozwiazanie réwnania fundamentalnego ( 110) w przyblizeniu krétkoczasowym
63 (oznaczenie STA stosowane w literaturze anglosaskiej). Szczegétowe wyprowadzenie

przedstawiliémy w pracy [64]. Rozwiazania otrzymujemy korzystajac z przyblizonego

(A7) = Tr{A[p(70) + pH(70) AT + pr(70)(AT)? 2]} (E.1)

gdzie AT = T7—1p oraz wyrazenie na p//(1y) otrzymuje sie przez rdzniczkowanie rownania
( 110) po czasie 7. Zastosujemy kwadratowe STA, a czasem z koniecznosci przyblizenie
szescienne. Wzory na srednia liczbe fotondow (n(7)) w polu laserowym oraz jej sredni
kwadrat (n?(7)) podat Simaan w pracy [89]. Analogiczne wzory dla pola stokesowskiego

majg postac:

(m(r)) = () + () ({m) + AT

63ang. short time approximation
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= [ @) + (i) 3G — (@) + 2(8) — ()25 (E2)
() (R) + () (74) — 4(3%)) + (i) (14(0) = 12(A%) + (%)
+ (i — 857 + ()] 5T

) (102(R) — 118(A%) + 21(A°
AT)3
6

~
~—r

N
N
N
N
N

48(h) — 60(A%) + 13(A%)] (

Dla prostoty stosowali$my notacje (nP(7)) = () i (mP(1p)) = (m?) (k =1,2,3). La-
two zauwazy(¢, ze jest spetniona zasada zachowania catkowitej liczby fotonéw (przynaj-
mniej z doktadnoscia do (AT)?), co jest potwierdzeniem wniosku ( 111). Wspoétezynnik

korelacji 7(L2) (1) ( E.7) dla pola laserowego jest réwny

() = AP+ [((R2? = (%) () (1 + (1))

+ () ((A%) = () (L + (1) = (i)? + (%) [(a) (Ar)%, (B4)

i redukuje sie do wyniku Simaana [89] w szczegblnym przypadku, gdy nie ma fotonéw
stokesowskich w chwili poczatkowej 7g, tj., gdy () = (1m?) = 0. Dla pdl laserowe-
go 1 stokesowskiego znajdujacych sie poczatkowo w stanach koherentnych |ay) i |ag)
wyrazenie ( E.4) sprowadza si¢ do prostego wzoru 722) = |as|? (A7)%. Ewolucje mo-
mentow (A(7)), (m(7)), (A*(7)) i (m?(7)) dla poczatkowych rozkladéw koherentnych,
pokazano na rys. 11 i 12. Krzywe B wykreslono w korzystajac ze wzorow Simaana na
(n(7)) i (P%(7)) oraz naszych ( E.2) i ( E.3).

Wspotezynnik korelacji 7&2) (1), (i) przy zalozeniu niezerowej sredniej liczby fotonow

(m) wynosi
(1) = ) = 2((m?) — 2(m)? — (i) (R) () AT
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20y — (R2)) (E.5)

natomiast w przypadku, gdy (ii) wszystkie momenty (/m*) (dla k = 1,2, ...) znikaja, to
%9(7 ) przyjmuje postacé

W) = 2+ 1+ (6(°) - 63/ ()
- 8<ﬁ2>+8<ﬁ>)(ﬁ)‘2%. (E.6)

Podkreslamy, ze w wyprowadzeniu wzoru ( E.6) wykorzystaliSmy rozwiniecia (m(7))
i (m?(7)) do trzeciej potegi czasu, (A7)3. Uwzglednienie tych cztonéw jest konieczne,
aby otrzymac¢ prawidtowsa zaleznosé 7592) (1) od A7. Wyrazenie otrzymane przez Sima-
ana (réwnanie (33) w artykule [89]) nie zgadza si¢ z naszym wzorem ( E.6). Na rys. 15a
poréownalismy ewolucje wspotczynnikow ’yg) (1) dla pola stokesowskiego wyznaczonych
z rdéznych wzoréw, a w szczegdlnosci z ( E.6) (krzywa B) oraz Scistego rozwiazania
(krzywa A) oméwionego w §3.2.1. Wyniku Simaana nie przedstawiliémy na wykresie,
gdyz taka krzywa znacznie by sie réznita od pozostalych A-C .Dla pdl promienio-

wania znajdujacych sie poczatkowo w stanach koherentnych réwnania ( E.5) i ( E.6)

upraszczajg sie odpowiednio do wzoréw:

V() = 20ar)as| A7 — (2]as]* + 3Jas)’

+ 3l + |as)?|asl?) lawPlas| (A7), (E.7)
2) 2
75 (1) = 1-ZAr (E.8)

Dwumodowy wspotezynnik korelacji g(L? dany wzorem ( 202) mozna otrzymaé z wyra-

zen na (m(7)) ( E.2), (n(7)) i (A(7)m(7)) (dwa ostatnie rozwiazania przedstawiliSmy
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w  [64]). Po przeksztalceniach otrzymujemy dwa wyrazenia na ggg w zaleznosci od

poczatkowej liczby fotonéw w polu stokesowskim: (i) jesli (m) # 0 to zachodzi

g2(r) = [ (m) + 1) + (R ((R)? — () — (m?) — 1)

m)? — 3(m)? + (m)(5 — 3(m?)) (E.9)

)
+ 2(R)*((m)? + 2(m) + 1) } () 2 (A)

w przeciwnym razie, gdy (ii) () = (m?) = (m?®) = (m?) = 0, to mamy

— (6(A*)(R)? + 5(A%) () () (E.10)
— 12(0%) (R)? — (%) — 22(n2) ()

+ 26(n%) (7)) (A)

Jesli obydwa pola (laserowe i stokesowskie) sa poczatkowo koherentne, to réwnania

( E.9) i ( E.10) redukuja sie do postaci

(2) — _A 2 2 2 2 —2(AT>2 E
W) = —a7+ (fasl? - 2asPlasl + o) Jos 2 E @)
AT AT)?

W) = 54 (1 13l - sl BT (B.12)

W wyprowadzeniu zaleznosci ( E.10), z kwadratowa zaleznoscia od A7, wymagana jest
znajomosé (n(7)m (7)) z dokladnoscia do (A7)3, podobnie jak w dowodzie rozwiazania
( E.6). Simaan [89] wyprowadzil wyrazenie odpowiadajace naszemu ( E.10). Jednak nie
ma pelnej zgodnosci miedzy jego wynikiem a naszym. Przyktady ewolucji dwumodo-

wych wspotezynnikow korelacji g(ng dla pdl poczatkowo koherentnych przedstawiliémy
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na rys. 17. Krzywa B na rys. 17a i 17b wyznaczono ze wzoréw ( E.10) i ( E.9) (z do-
ktadnoscia do A7). Krzywa S na rys. 17a wykreslono z pomoca przyblizonego (w STA)
rozwiazania Simaana (32) w artykule [89]. Mozna poréwnaé te wyniki (krzywe B i S)
z krzywa A wyznaczong ze Scistego rozwiagzania réwnania fundamentalnego ( 110). Wi-
da¢, ze nasze przyblizone rozwiazanie ( E.10) dla czaséw A7 < 0.1 doktadnie pokrywa
sie ze Scistym wynikiem, w przeciwienstwie do krzywej Simaana.

W analogii do momentéw statystycznych liczby fotonéow wyliczonych dla krét-
kich czaséw ewolucji uktadu, wyznaczymy réwniez Srednie wartosci operatorow kreacji
(af (7)) i (a?(7)) dla dwéch pol (k = L, S). Po dokonaniu odpowiedniego przeliczenia

uzyskalismy wyniki:

@) = (ad) + @aiadS
b () f) - 2asan @as) - s(atae) BT, (B13)
. . . ) AT d\ At D AT
@) = (@) - @ asas) + )5 + [ab)aza)
— afaia) (agas) + 1)+ ) Basas) + )] (814)
@) = (@) + et
b () (@) — {atanaas) — 26atanias) Sk (6.1
@) = (@)~ (@) (agas) + DA + (a7 (a5
~ (@ (@as) +1) + @) lazas) + ST (B16)

Podobnie wyznaczyliSmy wzory na funkcje korelacji wzajemnej (af(r)ad(r)) i
(ar(T)ag (7)), ktore przedstawilismy w artykule [64]. Dla prostoty ograniczymy na-
sze rozwazania do p6l poczatkowo koherentnych o amplitudach: ag = |ag| exp(igg) dla
pola stokesowskiego i o, = || exp(i¢r) dla pola antystokesowskiego. Na rys. 13 1 14
przedstawiliémy ewolucje nastepujacych momentéw: (ag(7)) zgodnie z ( E.13) (linia
ciagla B na rys. 13); (az(7)) ( E.14) (linia przerywana B na rys. 13); (a%(7)) ( E.15)

(linia ciagla B na rys. 14); oraz (a% (7)) ( E.16) (linia przerywana B na rys. 14). Aby
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otrzymaé¢ wzory na wartosci jednomodowe ( 207) i dwumodowe ( 216) wariancje oraz

kowariancje Wignera ( 217) skorzystamy ze wzoréw ( E.2), (E.3) i ( E.13)—-( E.16) oraz
(a;Pal) = |ag|PTeexp[—i(p — q)éx] (k = S, A) dla pdl poczatkowo w stanie koherent-

nym. Po obliczeniach otrzymujemy nastepujace jednomodowe wariancje:

(AXs(0)*) = 1+ 20 A+ |ar[{lacl

— [1+cos?*(0 — ¢s)]|as|* — 1}(AT)?, (E.17)

5 1
(AXL(0)*) = 1+ 5[(:03(29 —2¢1) + 1]|ap|?|as*(AT)?. (E.18)
W szczegdlnosci wariancja w jednej z osi gtéwnych ma postaé

(AXs )Y = 1+ 2asPA7 + |ap*(|ar]? = 2|as]? — 1)(AT)?, (E.19)

(AX, )Y = 1. (E.20)

Pozostate wariancje ((AXgy)?) i ((AXp4)?) bezposrednio wynikaja z ( E.17) i ( E.18).
Ewolucje wariancji ( E.17)—( E.20) przedstawiliémy na rys. 18 i 19 (dla ¢ = 0),
mianowicie: ((AXg_(7))?) = ((AXg,(7))?) (linia ciagla B na rys. 18), ((AXg,(7))2) =
((AXs1(7))?) (linia przerywana B na rys. 18), ((AX,_(7))?) = ((AXL1(7))?) (linia
ciggta B na rys. 19), (AX,+(7))?) = ((AX5(7))?) (linia przerywana B na rys. 19).
Aby wyznaczy¢ dwumodowe wariancje ((AX1g(6))?), w szczegélnosei ((AXg12)?)
i ekstremalne wariancje ((AXg+)?), skorzysta¢ mozma ze wzordéw ( 216)—( 217), kt6-
rych szczegdtowa postaé przedstawiliémy w pracy [64]. Po dosé zmudnych obliczeniach

otrzymujemy wzory na dwumodowe wariancje kwadratur:

(AXps12)%) = 2+ 2{|o]’ — |agllas|[cos(dr — ¢s) £ cos(¢r + ¢s)]}AT
+ {2|aL|2(|aL|2 — |0z5|2 —-1)+ |ozL|2|oz5|2(cos 20 — cos2¢pg)
— lagllapl[cos(or — ¢s)(4]ar]? — 6lag]* — 11) (E.21)

+ cos(y, + ¢s)(dlarl? — 2asl® — 3)] } (A;)
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oraz wyrazenia na dwumodowe ekstremalne wariancje

<(AXLS:N:)2> = 2 + 2 [|OéL|2 — ’OéLHOés" COS(QbL — Qﬁs)} AT
+ [Jawl?(jas)? = s> = 1)
 laullas]costér — 65) (2aul? ~fast - 3 ) Jar)

+ ‘QOéLOésAT + [\aL\Qag — |ag|?a7 (E.22)

(A7)
2

+ apas(dlag)’ —2as]? = 3)]

Powyzsze wzory mozna uogoélni¢ na przypadek dowolnej poczatkowej statystyki poél

promieniowania.

Uzupetnienie F.
Stany koherentne w skonczenie wymiarowej
przestrzeni V: elementy konstrukcji

W §5.3 podaliSmy analityczna posta¢ stanéw koherentnych |a) W przestrzeni ¥ w
reprezentacji fokowskiej. W tym uzupelnieniu przedstawimy wiecej szczegdtéw doty-
czacych konstrukeji stanow |ar) (). Zapiszemy w jawnej postaci |o) o)W przestrzeniach
o wartodciach 0=1,2,3,4. Podamy wzory przyblizone okreslajace |a)(,). Przeanalizu-
jemy zagadnienie zbieznosci |a)(sydo |), gdy o — oco. Poréwnamy nasz problem z
zagadnieniem analizowanym przez Figurnego, Ortowskiego i Wodkiewicza [346).

W celu okreslenia wzoréw rekurencyjnych  (317)— (323), zapiszemy operator
" (306) dziatajacy na stan prézni

[[n/2]]

za pomocy funkcji Heaviside’a (322):
T10) = wall)
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7200) = w(—a")a||0) +uxa®([2)

T30) = (ug + 2us)(—a*)a?||1) 4 usa®||3) (F.2)
T0) = (w +2uz)(—a*)*a’||0) + (Buz + 3uz)(—a*)a®[[2) + usa’||4)

T°0) = (uy + 8ug + 6us)(—a*)2a®||1) + (6usg + 4ug)(—a*)a?||3) + usa®||5)

Blizsza analiza symetrii wzoréw (F.1) prowadzi nas do zwiazkéw rekurencyjnych za-
mieszczonych w §5.3, w szczegdlnosei do wzoru (323).

Aby znalez¢ rozwiazanie relacji (317)— (323) wykorzystamy pewne wtasnosci wspot-
czynnikoéw dg’,i Dla o = 1,2 zauwazamy, ze zachodzi:

(o
dn+2,k

ol const = 3\ (F.3)
n,k

Dla ¢ = 3,4 zachodzi

4 _ g )

”J;‘““ b - ”J;Q’k = const = B\, (F.4)
e O,

TL+, n,

Dla ¢ = 5,6 mamy
(o o) 4(c o) o) 4(o)
(dn426,k - 5§ )dn424,k> - 62 <d£L+4,k - 55 d£L+2,k>
(dgizx,k - 550)6’3222,0 - ﬁ2 <d7(5422,k - 5§0)dff;)€)

Te wlasnosci dla ¥ o matej liczbie wymiaréw (o + 1) bez trudu daja sie uogdlnié¢ na

= const = éa). (F.5)

dowolnie (o + 1)-wymiarowa przestrzen W.
We wzorach (F.3)— (F.5) wystepuja wspotezynniki B,(f), ktére mozna wyznaczy¢ z

roOwnania

T

0 = G = Z(_l)idgzl,wrlf%ﬁr_i' (F.6)

i=0
Wspotezynniki ,ga) w (F.3)- (F.5) ponumerowaliSmy w kolejnosci malejacej ﬁfa) >
ﬁég).... > Bﬁg), cho¢ mozna przyjaé¢ inng konwencje.
Zauwazamy nastepujaca wlasnosé¢ wielomianéw G

%G(Q«ﬂrl)(x) _ (J_|_1>G(2U)(x)’ (F.7)
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co oznacza, ze miejsca zerowe G29) odpowiadaja punktom ekstremalnym wielomianu
G@oF1) To jest cecha charakterystyczna wielomianéw Hermite’a. Jesli poréwnaé wzor

(F.6) na G(©) z definicja H?) to otrzymamy

G© (B) = 97/ [1 + 00,1 (mod 2) * (5_1/2 — 1)} H,1(v/B/2), (F.8)

co bezposrednio prowadzi nas do relacji (325), orzekajacej, ze wspotczynniki ﬁ,ga) sg

dodatnimi pierwiastkami kwadratowymi miejsc zerowych wielomianu Hermite’a rzedu

(0 4+ 1). Réwnanie (325) dla ﬁ,(f) mozna zapisa¢ w postaci (326) dla x,(f) = (ﬁ,ia))l/z.
W przestrzeni o okreslonej liczbie wymiaréw, zbior wszystkich wspotezynnikéw ﬁi(a)

(t=1,....,7 =[(c +1)/2]) spelnia nastepujace warunki symetrii:

- o oc+1
Zﬁz( ) = dcr+1,<771 = ( 9 ) <F9>
=1

oraz
[157 = @+ (F.10)
i=1
dot10 = oll jesli o = 1 (mod 2)
d0'+1,1 = dg+2,0 = (O + 1)” Jeéll oc=20 (mod 2) '

Z uwagi na nietypowy argument wielomianéw (325) podamy kilka przyktadéw wspol-

czynnikoéw ﬁi(g) w postaci symetrycznej. Dla o=1, 2, 3, 4 mamy

gl =1, (F.11)

g = 3 (F.12)

k—1
ﬁ,(:’) = 3—1—\/6008( 5 27r>

= 3+, (F.13)

-1
5,&4) = 5+\/1—Ocos(k2 27?)
= 5+/10. (F.14)
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Dla o=5:

-1
o = 52T (- E 5 tar) (F.15)
gdzie
1
¢ = garctan (\/§> . (F.15a)
Dla 0=6:
©) k—1
B = T+2V14cos | ¢ — 3 27 |, (F.16)
gdzie
1
¢ = garctan (\/é) : (F.16a)
Dla o=T:
B = Ty — [(7 4+ yi)? — y(2® — 105) — 2] v (F.17)
gdzie
T 3 7z — 105
Yk V2 cos ( 5 47?) JE 105 (F.17a)
z = 35+4v70cos(¢), (F.17b)
1 3
¢ = garctan (\/%) . (F.17¢)
Dla 0=8:
BY = 9ty — [(9+ue)? — yu(z? — 945) — 2], (F.18)
gdzie
3 9z — 315
= V2cos (kz — - ) ——, F.18a
o 24" ) V= ok (F-182)
z = 6344V 126cos(¢), (F.18Db)
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o = %arctan (\/é) . (F.18¢)

Wyszczegblnione wspdtezynniki ﬁi(o) (F.11)— (F.18) przyjmuja wartosci:

=1

=3

¥ = 544949, B = 0.55051

AW = 816228, ALY = 1.83772

) — 11.0507, A = 3.56899, B = 0.380327

© = 14.0658, A% = 5.60155, B = 1.33265

A = 171773, B = 7.85393, B = 2.67819, B = 0.290607
89 — 203649, A = 102748, /Y = 43133, 4® = 1.04705.

(F.19)

)

Wspotezynniki %(5 pojawiaja sie¢ w rozwiazaniu wzoréw rekurencyjnych (317)— (323):

(9) (o) ( Z(U) )t

fyn,l = /Yo'fp’l =
p—1
_ <5l(0))r—2 Z(O_ —p+ 1)
p1=1
p—3 p2
+ BN S o —p— Do —p+1) (F.20)
p2=1p1=1

p—>5 p3 P2

— BN S 0-ps-3)o—p2— (o —pr+ 1)

p3=1p2=1pi=1

+

Powyzszy wzor zapisaliémy w §5.3 w postaci zwartej ( 329a-b). W szczegdlnych przy-
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padkach, gdy 0 = 1,2, ..., 7, otrzymujemy

W =1 " =1

v = B 7 = 87 -3

V:g;l) = 1(4) 75?) = 1(4)_4 VSL) = 51(4) =7

’74(11) = 1(5))2 7:51) - 1(5) (51(5) _5)

= 4 (39 -) N L

’Yé?) = (51(6))2 ”Yizﬁ) = 1(6) (51(6) 6) ’Y3z = ﬁz (5 Y11
W = (8)? 155 + 24 1 = (8%)? =186 4 57

W = @) W= @0 (57 - 7)

W = (572 (87 - 13) W= 87 (57 - 1887 + 35)

u = A7 (B2 =226 +87) D = (B7) — 25(87) + 14157 — 105

Nastepujace graniczne warto$ci wspotezynnikéw 4,7’ uzyskujemy dla dowolnych o i n:

I ?) = lim 7 (BN = 1. F.22
Glm ne (87 dimqp” (57) (F.22)

Wspotezynniki ﬁk i fyr(l,z w prosty sposob okreslaja dff,l (324). Po wstawieniu (324)
lub (328) do (313) i zsumowaniu wyrazen otrzymujemy wzor ogélny (302) ze wspot-
czynnikami superpozycji C, (o) (332) stuszny dla przestrzeni ¥ o dowolnej liczbie
wymiaréow. W szczegdlnodci, otrzymujemy nastepujace fokowskie reprezentacje stanow
koherentnych w przestrzeniach o wartosciach 0=1,2,3.4:

% sin |a||1), (F.23)

&% sin (f|o4) )

la)qy = cos|al|0) +e

)y = g [cos (V3lal) +2] 0) + e

+ \/?562190 [1 — cos (\/§]a|>] 12), (F.24)
5 os (VAlal) + o cos (V)| 10
el {\/% sin (ﬁ\ao + \/%sin (@\a\)] 1)

- %62160 [COS <\/E|a]> — cos (@]cﬂ)] |2) (F.25)

2
g [ (V) — s (V) )
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gdzie

a = |ale®, (F.26)

Pz

B = 3+ V6, (F.27)

b = 5 {25 eos (VBRlal) -

s L cos (Vlal) | 0

e [@;_%m(mao— 2‘7sin(¢@|a|)] )
[ cos \/_|oz|> cos(\/@m)} V2)2)  (F.28)
— & | sin (Vlal) - sm(@rcw)] Val3)
[ rar)—icos(@ao} Vi }

o
1
— —V2[2) + —v4l|4

219()

4 4100

gdzie
Bia = @42) = 5+/10. (F.29)

W najprostszym przypadku, stan koherentny |a)ny (F.23) w przestrzeni dwuwymia-
rowej U = {]0),|1)} zostal wyznaczony przez Buzka i in. [40] przy zastosowaniu
metody zasadniczo réwnowaznej naszej procedurze. Stan (F.23) moze by¢ faktycznie
utozsamiany ze stanem koherentnym SU(2) dla dwupoziomowych uktadéw atomowych
(36, 38, 310, 313, 347].

Kwadrat modutu wspoétczynnikéw C’,(f), danych naszym analitycznym wyrazeniem

(332), okresla rozktad liczby fotonéw P w (o + 1)-wymiarowej przestrzeni W:
() = 2 _ |g@?
P = |(na)m|” = |CY. (F.30)

Na rys. 41 przedstawilismy rozktad P,EU) w przestrzeni ¥ o wartosciach 0=1,...,10. Na
rys. 4la odpowiadajacym a=2 widac, ze rozktad P staje sie regularny (,,poissonow-
ski”), gdy o = 10. Jednak dla a=4 (rys. 41b) i 0=10 wykres P\ nie jest regularny i

wyraznie rézni si¢ od rozktadu poissonowskiego.
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1.0

PO

Rys. 41:

Rozktad liczby fotonéw P w (0 + 1)-wymiarowych przestrzeniach ¥ dla
stanéw koherentnych: (a) a =21 (b) a = 4.

Do zagadnienia konstrukeji |o) )W przestrzeni ¥ mozna podejs¢ w inny sposob —
poprzez okreslenie poprawek |&) ) do glauberowskich stanéw koherentnych ,obcietych”

na o-tym stanie fokowskim

g k
a2 a -
@)y = e 2y k) — @)@, (F.31)
k=0
gdzie
B o 1 3 o i
Do) = DD d (—a) R g, (F.32)
k=0 n=k

Zachodzi nastepujaca relacja
dp = d+d7) (F.33)

dla przestrzeni W i H. Relacja (F.33) okresla takze prosty zwiazek miedzy stanami
koherentnymi |&) (4, a ich ,dopenieniami” |a) ).

Wzor rekurencyjny dla wspotczynnikow cig;) ma postac:
i) = 47+ kDAY (F.34)
z warunkami brzegowymi
dy) = dy =0, (F.352)
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Vo Vise 47 = dup (F.35b)
7 powyzszych wzoréw dla n, k =0, ..., 0 otrzymujemy

d), ., =0. (F.36)

Wzory rekurencyine (F.34) i (F.35a-b) dla d% rémig sie od relacji (317) i (318a-c) dla
d;c;) jedynie warunkami brzegowymi.

Relacja (313) umozliwia uzyskanie prostych wzoréw przyblizonych, np.:

1
= Z Z Edn,n—Qk(—a’*)k&n_k [|n — 2k), (F.37)

o 20—k

1
o) oy = Z Z mdnk (—a") B2 k), (F.38)
k=0 n=k

— 1
) gy = Z_dnk(_a*)(n—k)/Qa(n+k)/2||k>

2k, (F.39)

Wzér (F.39) uzyskuje sie poprzez rzutowanie glauberowskich stanéw koherentnych na
(0+41) stanéw fokowskich. Te definicje stanéw koherentnych w ¥ przyjmowali Barnett
i Pegg [348] i ich nastepcy, np. [260, 262, 197]. Oczywiscie, stany (F.37)— (F.39) nie
s unormowane. Jako, ze sg spetnione nastepujace whasnosci

<7’L|&/>(U) <TL|OZ//>(O.) <n|a///>(0)
<

T e = e =S Tl o
(przy (n|a) ) # 0) oraz
(}Lrgo|a/>(0) = (}Ln;o|a//>(0) = }Lrgo’a///>(”) = |a) (F.41)
to zachodzi
lim (o)) = o). (F.42)

o—00
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7 drugiej strony na mocy samej konstrukeji wspotczynnikow dff,)c i Jff,i otrzymujemy w

granicy
o d) = A = a3

i/lub
lim 4% = 0, (F.44)

g—00

co oznacza spelnienie warunku (F.42).
Na zakonczenie pragniemy zwroci¢ uwage na wyniki otrzymane przez Figurnego,
Ortowskiego i Wodkiewicza. W artykule [346] znaleziono m. in. wartosci i stany wlasne

operatora kwadraturowego

0 V1
Vi 0

0
0

0
V2 .0

o —

0

1

0
Jo

Vo
0

(F.45)

Oczywiscie, (F.45) jest szczegblnym przypadkiem analizowanego przez nas operatora

~

T (307):

Xrow = %T(a: —i). (F.46)
Wartosci wtlasne v, operatora X row Sa pierwiastkami wielomianu Hermite’a
H,1(7V2) [346]. W naszej konstrukeji stanéw koherentnych |ar) (), wspotezynniki

xy (326) i O (325) sa rowniez pierwiastkami wielomianéw Hermite’a, co bezposrednio

wynika z relacji (F.46).
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Uzupetnienie G.

Sparametryzowany rozklad fazowy PW(f)

dla stanéw koherentnych

Pokazemy, ze nasze ogélne relacje (391)—(396) sa stuszne takze w przypadku granicz-
nym, gdy s — 1. Odpowiada to sytuacji, gdy wspétezynnik G (m,n) (392) dazy do
nieskonczono$ci. Ograniczymy nasze rozwazania do stanéw koherentnych, dla ktérych
elementy macierzowe p,,, sa rowne (395). W tym przypadku, rozktad fazowy P®)(6)

mozna zapisa¢ w postaci (396), gdzie wspétezynniki a'? dane sa wzorem (397) oraz

P (—fag?) —L2o ™™ @)
m+nn| — EXP(—|Q Y, .
Pt ’ Vv (m+n)n!

a = |ale, ap = |agle®. (G.2)

Skorzystamy ze wzoru (394) okreslajacego wspotezynniki G®)(m,n) poprzez hiperge-
ometryczna funkcje Gaussa o F). Zamiast parametru s dogodnie jest stosowaé parametr

x zdefiniowany jako:

xr = (G.3)

Gdy s — 1 to x zmierza do nieskonczonosci. Jesli wykorzysta¢ nastepujace wlasnosci

funkcji o F7 [129]:

2 F1(a,b, C,Ll) = (1—x)* 2Fi(a,c—b,c,x), (G.4)
Tz —

oFi(a,b,c,x) = oF(b,a,c, x), (G.5)

to wzér (394) mozna zapisa¢ w postaci

myy (M) T(F+1)

(s) —
G¥(m+nn) = z oy —

Fon (G.6)

Dla prostoty zapisu, przez f,, oznaczyliémy funkcje hipergeometryczna o szczegdlnych

argumentach:

fm = 2FA(m/2,—m,m+1,z) = Z<n> ((%—Lf(_x)k (G.7)

k=0
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Wspotezynniki aV) (m, n) przyjmuja wowczas postaé

m+2n

M — oo™

a,,) = 1mexp —lap]?) Z m+n,n)
o/ (m+n) 'n'

2\n
: o m m a
~ Im exp(—\aw)';;', P ey B e

) n=0 '

Zatézmy, ze m jest parzyste. Istota problemu jest obliczenie sumy w drugim ze wzoréw

(G.8). W tym celu wyznaczyliémy nowa reprezentacje funkcji hipergeometrycznej f,,:
M-1

M —1
fm = 2(m—1)! E (—1)Ml+1<l—')M:L’m+lSml(—x), (G.9)
1=0 '
okreslona poprzez skonczone sumy
"o gk
= e m—r— 1
Sil@) () (k+ 1) (G-10)

k=0
gdzie M = 5. We wzorze (G.9) przez (n+1); oznaczylismy wielomiany Pochhammera.

Nasza reprezentacja (G.9) funkcji hipergeometrycznej f,, ma te zalete, ze n wystepuje
tylko w sumach (G.10). Dzieki pewnej symetrii (G.10) udato siec nam znalezé ogdlne

wyrazenie na S;:

(:L’+ 1)n+l -1 xlfl 1 xlfz 1
Sil) m+1)--(n+1) ((5—1)! ntl (=2 mEDm+2)
+.”+(n—{—1)---(n—|—l—1)> (G.11)
1)t lll*ixz‘
= HZ‘ n+7) 1.

W szczegdélnym przypadku mamy
So(z) = (1+a)™ (G.12)

Wzér (G.11) redukuje sie¢ takze do wzoru (0.153.3) w [129]. Z uwagi na sumowanie
w (G.8) przebiegajace po n od 0 do nieskonczonosci, wzor (G.11) ma postaé o wiele
dogodniejsza niz (G.10). Aby wyliczy¢ sume w (G.8), nalezy skorzystaé¢ z (G.9) i (G.11)
oraz relacji (np. [315]):

i yn-‘rk k-1 yn

— oY — A

— (n+ k)! — n!
R [1 - Fﬁkﬂ , (G.13)



gdzie I'(k,y) jest niezupelng funkcja gamma. Skomplikowane wyrazenia sumuja sie do

zera za wyjatkiem sktadnikéw sum o wskaznikach m, [, ¢ spelniajacych warunek

I+i = (G.14)

m
2
Stad wynika, ze wspotczynniki a'y o parzystych wskaznikach m sa réwne jednosci.
Niestety nie udato sie nam analitycznie udowodni¢ podobnej relacji dla aég +1- Mozna
numerycznie pokazaé, ze (G.8) dazy do jednosci dla aglw)L 11+ Zatem wnioskujemy, ze dla

stanéw koherentnych zachodzi

A all) =1 (G.15)
m

m

Zauwazamy, ze wyrazenie (396) ze wspotezynnikami aly (G.15) jest reprezentacja funk-

cji delta Diraca [134]. Zatem ostatecznie otrzymujemy
1 [e.e]
(1) - _
POG) = {1 +2) " cos[m(f 90)]}
= 0(60—bp). (G.16)

Catkowania rozktadu quasi-prawdopodobienstwa W (a) = §(a—aq) (funkeji P) moze
bezposrednio doprowadzi¢ nas do tego samego wzoru (G.16) na marginalna funkcje P,

P (6), mianowicie:
/5 a— ap)|aldlal = 0(6 — 6y). (G.17)
0

Jak wida¢, rézne metody prowadza do tego samego wyniku (G.16), co jest kolejnym
potwierdzeniem, ze nasze ogdlne wzory (391)—(397) sa stuszne dla dowolnego parametru

s (s € (—1,1)), nawet dla granicznej wartosci s = 1.
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Uzupetnienie H.

Dyfuzja fazy w modelu ttumionego oscylatora

anharmonicznego

Ewolucje fazy w modelu ttumionego oscylatora opisanego hamiltonianami ( 440a-d)
z operatorem termostatu (441) przedstawimy w podobny sposéb, jak to uczynilismy dla
modelu wzmacnianego oscylatora anharmonicznego ( 440a-d) z operatorem termostatu
(442).
Réwnanie fundamentalne wyprowadzili Petinova i Luks [181] oraz Daniel i Milburn
[179]:
9p
ot

1
= —ix(a™a*p — patia?) + 57(25@& —atap — pata)

+ v{ny)(atpa + apat — atap — paa’), (H.1)
gdzie przyjeliSmy te same oznaczenia jak w réwnaniu (443). W szczegélnym przypadku,
gdy (ny) = 0, rtéwnanie (H.1) upraszcza si¢ do wzoru Milburna i Holmes [343]. Réwna-

nie Fokkera-Plancka dla s-sparametryzowanych rozktadéw quasi-prawdopodobienstwa

ma posta¢ [181]:

0 0 0 0?
~We) - g —a—2— 2 —
GtW (o) { iK {2(1 s)aaa Qaaoz|oz| + S5z
1-s2 0 v [ 0 0
— c.c. —| = ¥ H.2
* 2 9a2dar " CC} * 2 (aaa+8a*a ) (H.2)

1—s 0?
o (s)
+ v (<7”Lv> + 9 ) Dada* } w (Oé),

ktore w szczegdlnym przypadku przyjmuje posta¢ FPE dla funkcji @ [179, 343]. Po
zamianie o na zmienne biegunowe (r, ) otrzymujemy FPE (H.2) w nastepujacej po-

staci:

0 s\ 0O 1—-s> 0 0 0
il VY1) — {9 2_1_2) = _ ) ==
V" (0) { w(r 3) 5" (” 82 r@r) "or a0

10 oy 1) (0,0, O
o or +47”2 ((nv>~|— 2 ) (rarr8r+802 (H.3)

2 a3
los 0 }W(S)(T,Q).

+

8 rz 003
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Zatem przy zalozeniu r—2 ~ (n)~!, sparametryzowany wspotczynnik dyfuzji zwigzany

z dyfuzja fazy ma postac :
DY = —_(2a)+1—5). (H.4)

Z drugiej strony, tak jak w §7.4, réwnanie podstawowe zapiszemy w reprezentacji fo-

kowskiej

%pmn — i [m(m = 1) = n(n — D)pmn

+ 2 2V D0+ Dpmarnna] = (m+ )| + ) (H.5)

X [\/ M pm—10-1+ vV (M + 1) (n+ D)pmyiaer — (m+n+ 1)pmn] ;

co prowadzi nas do réwnania

0

EP(H) = —ik % Z Prn €xp[—i(m — n)B)(m — n)(m +n — 1)

men exp|— n)e](\/E - \/5)2

2
- % 271_ men eXp )0] <H6)
[\/m+1—\/n+ 1) +(\/ﬁ—\/ﬁ)2].

Pojawia sie problem faktoryzacji fluktuacji fazowych i amplitudowych, podobnie jak
w modelu wzmacnianego oscylatora anharmonicznego. Po zastosowaniu przyblizenia

( 448a-b) otrzymujemy réwnanie ruchu dla rozkladu fazowego P(6):

0 0 y2ay)+1 92
8tP(¢9) = {2m(n>%+§T w}P(Q), (H?)

ktorego wspotezynnik dyfuzji

DB = 8&>(2<ﬁv>+1) (IL.8)

jest rowny wspotezynnikowi dyfuzji fazowej Déo) (H.4) w réwnaniu Fokkera-Plancka

dla funkcji Wignera. Do tego samego wniosku doszliémy analizujac oscylator thumiony

w §7.2.
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Rozwiazania réwnania Fokkera-Plancka (H.2) dla funkcji @ i réwnania fundamen-
talnego (H.5) w reprezentacji fokowskiej py,,(t) sa dobrze znane zaréwno przy okreslo-
nych warunkach poczatkowych [343, 181, 179, 184], jak réwniez w sytuacji ogélnej dla
dowolnych pél poczatkowych [182]. Znajomosé elementéw macierzowych py,, (t) pozwa-
la zbada¢ dowolne wtasnosci $wiatta. Niektore wlasnosci fazowe ttumionego oscylatora
anharmonicznego studiowali Gantsog i Tanas [196]. Znajac pp,(t) mozna tez w szcze-
gblnodci wyznaczyé i poréwnaé wielorakie rozktady, np. W (a) (na mocy wzoréw z
rozdziatu 1), P®(0) (§7.1) i P(#) (§5.1). Jednak z uwagi na skomplikowana strukture
tych rozwigzan bezposrednie analityczne poréwnanie nie jest mozliwe. Metoda Barnet-
ta iin. [342] umozliwia proste analityczne poréwnanie réwnan ruchu dla rozkladow
fazowych i quasi-prawdopodobienstwa, w szczegdlnodci porownanie wlasnosci dyfuzji

fazy opisanej przez te rozktady.
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